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FREF^OIO 



Em 8 de fevereiro de 1902 foi assignada por Sua Ex.^ o Sr. Presidente do 
Conselho de Ministros e Ministro dos Negócios do Reino, Conselheiro Ernesto 
Rodolpho Hintze Ribeiro, nma portaria em que se diz o seguinte: 

«Sua Majestade El-Rei, a quem foi presente a proposta do Director Geral 
de Instrucção Publica para serem reunidos em volumes os trabalhos sobre Ma- 
thematica do Dr. Francisco Gomes Teixeira, lente cathedratico e director da 
Academia Polytechnica do Porto, que se acham dispersos em revistas nacionaes 
e estrangeiras: ha por bem determinar que se proceda a essa publicação.» 

Tendo pois de se proceder á publicação dos nossos trabalhos scientiíicos, 
por conta do Estado e debaixo da nossa direcção, em conformidade com o que 
determina esta portaria, julgámos conveniente fazer-lhes uma revisão, para cor- 
rigir erros que encontrássemos, esclarecer alguma passagem obscura e annotar 
outras. 

Na disposição dos trabalhos não seguimos nem a ordem por que foram pela 
primeira vez impressos, nem a ordem lógica dos assumptos a que se referem, 
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VIII 



porque isso demoraria a sua publicação, visto os mais antigos necessitarem de 
revisão mais cuidadosa. 

É-nos extremamente agradável exprimir neste logar o nosso reconheci- 
mento ao nobre Ministro que assignou a portaria, e ao illustre Director Geral 
de ínstrucção Publica, Sr. Consellieiro Abel de Andrade, que lhe apresentou a 
respectiva proposta, pela alta honra que nos fizeram 

Porto, dezembro de 1903. 

F. Gomes Teixeiríi. 
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S06BE O DESENVOLVIMENTO 04S EONC^ÕES EM SÉl 



Memoria premiada e publicada pela Real Academia de soiencias exactas, physicas e Daturaes 

de Madrid 



(Memorias de la Real Academia de ciências exactas, íisicas e naturales 
de Madrid, 1897, tomo XVIII, parte I) 
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INTRODUGÇAO 



Versa esta Memoria sobre o assumpto do thema seguinte, proposto pela Academia Real 
das Sciencias de Madrid: 

iíExposioión r ozonada y metódica de los desarroUos en serie de las funciones rnatemáticas , 
Teoria general de los mismos. Signijicación de las llamadas series divergentes. Invesiigación de 
una serie típica^ de la cualj, á ser posible^ se deriven como casos particulares las series de mayor 
importância y uso en análisis^ como las de Taylor^ Lagrange y cualquiera otra análoga)), 

O desenvolvimento das funeçoes em série tem sido empregado pelos geómetras umas 
vezes com o fim de calcular os valores numéricos que tomam estas funcções para valores 
determinados das variáveis, outras vezes para estudar as propriedades das mesmas fimcções. 
Quer se empreguem para um, quer para outro fim, é conveniente variar quanto possivel a 
forma d'estes desenvolvimentos, já para obter séries mais rapidamente convergentes, quando 
se destinam ao primeiro fim, já porque ha propriedades que se manifestam nos desenvolvi- 
mentos de uma forma e ficam ocultas nos desenvolvimentos de outra forma. 

O problema geral do desenvolvimento das funeçoes em série consiste em procurar, dadas 
as funcções /(cc), 0i (íc), 02 (íc),- . ., as condições para que seja 

f(x) = AiQi(x) + A^Q^{x) + ... + An^n{x)+^,., 

Al, A2 . . . representando quantidades constantes, e determinar estas constantes. Na impos- 
sibilidade de resolver este problema com toda a generalidade, têem os geómetras considerado 
os casos particulares que, ou por sua simplicidade ou por sua importância nas applicações da 
Analyse á Geometria, á Mechanica e á Physica, têem merecido preferencia. Assim foi con- 
siderado o caso de ôi te), 02 te) . . . representarem potencias inteiras de uma funcção, o caso 
de estas funeçoes serem os senos ou os cosenos de múltiplos successivos do arco íc, o caso 
de estas funeçoes representarem potencias inteiras, positivas ou negativas, de muitos binómios 
da forma x — a, cc — 6.. ., etc. Cada uma d'estas questões exige bastante espaço para ser 
tratada de uma maneira completa; porisso aqui limitar-nos-hemos a tratar da primeira, isto é, 
do desenvolvimento das funcções em série ordenada segundo as potencias inteiras de uma 
funcção dada. 

Principiando pelo caso mais simples, consideraremos primeiramente os desenvolvimentos 
ordenados segundo as potencias inteiras e positivas de uma variável independente, tanto no 
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caso doesta variável ser real como no caso de ser imaginaria, expondo os diíFerentes methodos 
empregados pelos geómetras para resolver esta questão. Assim estudaremos primeiramente o 
methodo, apresentado por J. Bernoulli e Taylor e completado por Lagrange e Cauchy, para 
o desenvolvimento das funcçoes de variáveis reaes; depois a extensão d'este methodo, esbo- 
çada por Caucliy e completada por Darboux, ao caso das funcçoes de variáveis imaginarias. 
Em seguida, continuando o estudo do desenvolvimento das funcçoes de variáveis imaginarias 
e considerando a questão n'um ponto de vista menos elementar, exporemos o metliodo de 
Caucliy, fundado na theoria dos integraes curvilíneos, o methodo de Riemann, fundado na 
theoria das funcçoes harmónicas, e finalmente o methodo de Weierstrass, fundado n-a theoria 
das séries inteiras. Cada um d'estes methodos é o objecto principal de um dos primeiros 
cinco capítulos. 

O desenvolvimento das funcçoes em série ordenada segundo as potencias inteiras, positi- 
vas e negativas, é também considerado. A formula dada, para achar estes desenvolvimentos, 
por Laurent é demonstrada no capitulo terceiro pelo methodo de Cauchy e no capitulo quinto 
pelo methodo de Weierstrass e Mittag-Leffler. A bella demonstração que Mittag-Leffler deu 
d'esta formula nas Acta Mathematica^ foi apresentada pelo eminente geometra de uma ma- 
neira bastante resumida; aqui apresentamo-la com todos os desenvolvimentos necessários para 
ser facilmente comprehendida, modificando mesmo algumas passagens com o fim de a tornar 
mais elementar. 

No capitulo sexto demonstraremos a formula de Biirmann, que dá o desenvolvimento das 
funcçoes em série ordenada segundo as potencias inteiras e positivas de uma funcção dada, 
e d'ella tiraremos a de Lagrange, que só diíFere d'aquella na notação. Em seguida faremos, 
nos números 61 e 62, uma applicação, que julgamos nova, da mesma formula ao desenvolvi- 
mento das funcçoes em série ordenada segundo as potencias de sen íc e á demonstração de 
duas formulas devidas a Euler. Finalmente, para responder á ultima parte do programma 
proposto, daremos uma formula, que dá o desenvolvimento das funcçoes em série ordenada 
segundo as potencias inteiras, positivas e negativas, de uma funcção dada. Esta formula, que 
julgamos nova e que estudamos nos números 64 e 65, comprehende a de Biirmann, e por 
tanto a de Taylor e Lagrange, e ainda a de Laurent. 

Terminando estas considerações preleminares, devemos dizer que, na exposição dos as- 
sumptos, suppomos somente conhecidas do leitor a theoria algébrica das quantidades comple- 
xas, os principies geraes mais elementares da theoria das séries e os primeiros princípios do 
calculo difi^erencial e do calculo integral. Porisso, antes de entrar em cada questão, apresen- 
tamos alguns estudos preleminares que certamente serão conhecidos por muitos dos leitores. 
Devemos ainda dizer que fazemos acompanhar cada assumpto pelas indicações bibliographicas 
e históricas que nos pareceram convenientes. 
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CAPITULO I 



^í^ttido da ser*io cie Hí^a^^lor iio oaso das ftxncooes 
cio variáveis r*eaes 



1. As séries de forma mais simples que se podem empregar, para desenvolver as fun- 
<.'çoes, sao as séries da forma 

Ao + Al {x — a) + . . .4- An(íc — aV^ + - • •, 

onde aj Ao, Ai . . . representam quantidades constantes e x uma quantidade variável. Consi- 
deremos, pois, em primeiro logar estas séries, determinando as condições para que qualquer 
funcção dada f{x) seja susceptível de um tal desenvolvimento e procurando os meios para 
•calcular os coefficientes Ao, Ai. . . Supporemos em primeiro logar que a funcçao f{x) é real, 
assim como as quantidades cc e a. 

2. Grego-ry, nas sua Exercitationts geometricae^ pu.t>licadas em 1668, e Mercator, na sua 
Logarithmotechnia^ publicada no mesmo anno, apresentaram os primeiros desenvolvimentos 
de funcçoes em série ordenada segundo as potencias da variável, dando o primeiro o desen- 
volvimento de arctang a?, e o segundo o desenvolvimento de log (1 -\-x). Alguns annos depois 
Newton apresentou, nas suas cartas a Leibnitz de 13 e 24 de outubro de 1676, os desenvol- 
vimentos em série do binómio, do seno, do coseno e da exponencial. 

O primeiro geometra que deu^ porém, uma formula assaz geral para o desenvolvimento 
das funcçoes em série, foi João Bernoulli, que publicou em 1694, nas Acta eriíditorum^ um 
artigo em que apresentou a formula seguinte (Veja-se Opera omnia^ t. j, p. 125): 

l"F{x) dx==x¥ {x) — 4" íc- F^ ix) + ^ x'^W' (cc) — . . . , 
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de que fez algumas applicaçoes a funcçoes particulares, a qual elle tirou da identidade evi- 
dente 

F {x) ãx = [F (x) -\-xW (xj\ dx-^ [2x Y(x) + x' F" (x)] ãx 
+ sr-u [3«^ F" (x) -f «3 F"' (*■)] dx-... 
— 1 .2...(7i— 1) Lv ; V / 1 V yj 

integrando ambos os membros, pondo 7i = co, e determinando a constante arbitraria, intro- 
duzida pela integração, pela condição de ser nuUo o integral y*F (cc) c/cc, quando a? = 0. 

Analysando esta demonstração, vê-se que a conclusão tirada pelo celebre geometra é de- 
masiadamente lata, e que o que se pode aíBrmar é que este desenvolvimento tem logar todas 
as vezes que a quantidade 



1 ,2.., [71—1) 



/^-.F..-..(.)<i« 



tende para zero, quando n tende para o infinito. Assim modificada, é esta demonstração ainda 
hoje empregada. 

3. A série de Bernoulli, que vimos de considerar, não está ordenada segundo as potencias 
da variável. O primeiro geometra que apresentou uma formula, que dá immediatamente o 
desenvolvimento das funcçoes em série ordenada segundo as potencias da variável, foi Taylor, 
que, no seu Methodiis incrementorum^ publicado em 1715, deu para este fim a formula 

f{x+ h) =f{x) + hf (x) + ...+ -^^f(n) (.^) + . . . , 

1. , Cí » m m li 

sem todavia fazer conhecer as condições para que este desenvolvimento seja conver- 
gente. 

O methodo empregado por Taylor, para chegar a esta formula, é fundado na theoria das 
difí^erenças finitas. Esboçado pelo seu auctor na obra citada, foi depois desenvolvidamente 
exposto por Euler nas suas Institntiones calculi differentialis , Eis resumidamente em que con- 
siste. 

Sejam A3/, A^?/, A^?/... as diíferenças da funcção y=f(x)^ correspondentes á differença 
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constante Aíc da variável independente m. Teremos, como se vê por inducção fácil de com- 
pletar, 

f(x + 2Ax) =f{x+Ax) + Af{x + Ax) = zj + 2Ai/+à% 



f{x + kAx) = 7j + IcAy ^- .--^72 ^ ^ -^ 1 2.3 ^ ^ ^- • • • • 

onde h representa um numero inteiro positivo, e onde o numero de termos que entram no 
segundo membro é igual a ^ + 1 ; e, pondo kAx — h, 

Fazendo tender Aíc para zero, ou k para o infinito, e attendendo ás egualdades 

Av ,. f(x-i-Ax) — f(x) dii 
hm -T^ = lmi*^ ^ ' j j __ j 



Aíc Aa? dx ' 

,. \^y ,. ^[f{x + ^x)~-f{x)] ,. ^f{x) d^y 
Aíc^ AíT^ Aíc cííc^ 

j.^^ A3.^ _ j.^ A-^[/(.T + ^x) -fjx)] _^ ^.^ Ay H ^ c^3^ 

Aíc3 ^^.3 ^^2 ^j..3' 



vem a formula pedida 



/(. + /,=/H + Af + lA^^| 



Esta demonstração é evidentemente viciosa. Tem, entre outros inconvenientes, o de se 
fundar em que o limite para que tende uma somma de parcellas é igual á somma dos limites 
para que tendem as parcellas, theorema que é verdadeiro quando as parcellas são em numero 
finito, mas que nem sempre tem logar quando, como no caso actual, o numero k-rl das 
parcellas tende para o infinito. 

A formula de Taylor não differe essencialmente da formula de BernouUi, da qual resulta 
por uma mudança de notação. Mudando, com eíFeito, na formula de Bernoulli primeiramente 
¥{x) em f Qi — x)^ e depois cc em A e h em íc + ã, vem a formula de Taylor. Porisso Ber- 
nouUi, depois da publicação da o?jra de Taylor, reclamou para si a prioridade da descoberta 
da formula precedente. {Opera omnia, t. ii, p. 584). 
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4. Maelaurin, no seu Treaiise of Fhxions^ publicado em 1742, apresentou outra de~ 
monstração da formula de Taylor. Admittindo que toda a funcção que tem derivadas de todas 
as ordens é susceptível de ser desenvolvida em série ordenada segundo as potencias de xi 

/(cc) = Ao + Aiíc + A2íc2 + . . ., 

determinou os coefficientes Ao, Ai, A2. . • por meio das egualdades seguintes: 

/ (ít')==Ai + 2A2íc + 3A3í^2-f _., 
/'(íc) = 2A2 + 2.3A3cc + ..., 



que dâo 



Ao=/(0), A,=/'(Oj, A, = ^/"(0),... 



Aeliou assim a formula 

f{x) = f{0) + xf (0) + -^ x-V" (0) + . . . 

ainda hoje conhecida pelo nome de formula de Madaurin, 

Da formula de Taylor passa-se para esta pondo primeiramente íc = O e depois mudando 
h em X, D'esta passa-se para a de Taylor mudando primeiramente /(a?) emf(x-{-h) e depois 
trocando h por x. 

A demonstração que precede tem, entre outros inconvenientes, o de nella se suppôr esta- 
belecida antecipadamente a possibilidade de a funcção ser desenvo-lvida em série ordenada 
segundo as potencias inteiras e positivas da variável. 

5. O inconveniente que viínos de notar na demonstração de Maclaurin tem-o também a 
demonstração que Lagrange deu da formula de Taylor n"uma memoria apresentada em 1772 
á Academia de Sciencias de Berlin (OeuvreSj, t. iii, p. 441 j. Parte, com eíFeito, da igualdade 

f(x + h) =f{x) + Ah + m^ + Gh^ + . . . , 

A, B, C,. . . representando funcçôes de x que pretende determinar; e, para isso, muda neste 
desenvolvimento x em x-\-l e h em h-\-l^ o que o leva a dois desenvolvimentos, que devem 
ser idênticos, e que dão, pelo methodo dos coefíicièntes indeterminados, as quantidades B, C,. . . 

Acha d'este modo que, pondo por definição A=f' (x)^ vem B = -— /^^(cc), C = j^-^f"' (x)^ etc. 

Foi porém este grande geometra o primeiro que reconheceu o papel fundamental da for- 
mula de Taylor na analyse, e o que deu os primeiros passos para o estudo das condições 
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para o desenvolvimento das funcçoes pela série de Taylor, apresentando na sua Théorie des 
fonctions analytiques^ publicada em 1797, a formula seguinte: 

(1) y(^_L7,)=/(^) + /,//(^) + . . . + _^!ZÍ_„/(n-..)(«,) + R„, 

onde é 

(2) ^»=ítÍ::^-^''"'^^+^^)' 

9 representando uma funcçâo desconhecida de w, cujo valor está compreliendido entre O e 1. 
Quando E^ tende para O, para n = co, a formula de Taylor tem logar; no caso contrario não 
tem logar. 

6. Para demonstrar a fórmula anterior apresentou Lagrange dois methodos, dos quaes 
vamos dar uma ideia succinta, empregando, para simplificar a exposição do primeiro, as no- 
tações do calculo integral. 

O primeiro methodo foi publicado na Théorie des fonctions analytiques (Oeuvres^ t. ix, 
p. 69). 

Pondo 

f(x + h)=f(x + h — kz) + hzf(x + h — hz) 

esta igualdade determina uma funcção P de íc e 2;, que é nuUa quando ^ = 0. 
Derivando os seus dois membros relativamente a 2;, vem 

° = ~ 17 2!''^^^-!/ "" (^+f^-^^)+ '^"i", 

o que dá 

p = y:2:7^j^^ ^" - V'«' (- + ^ - fe) dz. 

Pondo agora 2=1, obtem-se a formula (1) com a seguinte expressão do resto R^: 



o 



Temos assim uma expressão do resto da série de Taylor por meio de um integral definido. 

B 
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Para d'esta expressão de E;^ tirar a formula (2), demonstrou Lagrange um theorema que 
coincide no fundo com um caso particular do theorema hoje conhecido pelo nome de jprimeiro 
theorema dos valores médios dos integraes definidos. Applicando-o ao integral que entra na 
expressão de E„, suppondo para isso que a funcção /('^^ (íc + ^ — ^^^) ^ continua no intervallo 
de z = a 2^=15 vem 

r z^' - ^p^) {x + h- hz) dz = -^/(") {x + h~ e'h), 

6' representando uma quantidade comprehendida entre O e 1. Pondo agora 1 — 6' = 0, temos 
finalmente 

se a funcção /(^) (cc) for continua no intervallo (a?, íc + /i). 

7. A segunda demonstração dada por Lagrange das formulas (1) e (2) foi publicada nas 
suas Leçons sur le calcul des fonctions (Oeuvres, t. x, p. 85). Esta demonstração, mais sim- 
ples e directa do que a anterior, é fundada no theorema de Calculo diíferencial, segundo o 
qual as funcçoes crescem com as variáveis, quando as suas derivadas de primeira ordem são 
positivas, e decrescem, quando estas derivadas são negativas. 

Consideremos a série de expressões 

PHx + h')--L, 

p' - 1) (íc + h') —p' - '1) (x) — Lh', 

p - 2) (íC + li!) —p - 2) (X) —p - 1) {X) h' — L y^;^, 



f(x + h') -f{x) -f (X) /^^ - . . . ~p -^Ux) -^--^^---^_-^ 



h'^ - 1 h'^ 



1.2.. .71 



Todas estas expressões são nullas quando é h' = (exceptuando a primeira, que é egual a 
zero ou diíFerente de zero, segundo o valor que se dá a L), e cada uma d'ellas é a derivada 
da seguinte relativamente a h' ] applicando, pois, o theorema que vimos de recordar, vê-se 
que, se a primeira tiver um signal constante quando h' varia desde O até A, todas as outras 
têm este mesmo signal, quando h é positivo, e o signal contrario, quando h é negativo. 
Representando, pois, por M e N o maior e o menor dos valores que toma/^^) {x+h') quando 
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h! varia desde O até h, e dando a L os valores M e N, temos as desigualdades 

hn — 1 ^UV^ 

f{x + h) -f{x) - hf (a.) - ... - ^.^...(n- l)^^" ~ " ^""^ < 1.1:::^' 

f(.+h) -m - hf (.)-...- ^.^:::^,zriy/'" - " (-) > y. 27:: ,7' 

quando A é positivo, e as desigualdades contrarias, quando h é negativo. 
Em ambos os casos, tira-se d'estas desigualdades a igualdade seguinte: 

K representando uma quantidade nem superior a M, nem inferior a N. 

Suppondo agora que a funcção /(^) (íc) é continua no intervallo de íc a íc + ^, deve existir 
um numero íci, comprehendido entre íc e íc + ^j tal que esta funcção tome o valor K quando 
x==Xi {^), Oomo a este numero se pode dar a forma íc + 0/i, representando uma quantidade 
comprehendida entre O e 1, temos 

Substituindo este valor de K na formula anterior vêem as formulas (1) e (2). 

8. Cauchy no tomo l, pagina 29, dos seus Exercices de Mathématiques^ publicados em 
1826 (Oeuvres^ t. vi da 2.^ série), deu uma nova demonstração das formulas (1) e (2), e par- 
tindo de um caso particular d'estas formulas, apresen^tou em seguida uma nova expressão do 
resto R^, mais própria para o estudo do desenvolvimento em série de algumas funcções. 

Applicando, com eíFeito, á funcção de z 

9 (z) ==f(x + k)-f(z)-(x + h-^ z)f (z) 



a formula 



• (íc -|- A) = 9 {x) + ho' {x + 6A), 



(1) Este principio, considerado por Lagrange como evidente, foi mais tarde demonstrado por Cauchy no 
seu Cours d^Analyse, 
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que resulta das formulas (1) e (2) pondo nellas n= 1, e attendendo á igualdade 



'''')=-tS^/'"w- 



obtém a formula de Taylor 



(1) f{x + h) =/H + hf (*)+...+ i,2/'.".(J-lj -^"' " " ^"'^ + ^"^ 

com a expressão do resto 

(2') ^»- iJ...,L,) /'"H^ + 6/^)- 

9. A expressão do resto, que vimos de achar, foi objecto de uma observação interes- 
sante de Pringsheim (Mathematische Annalen, t. XLiv). Mostrou, com effeito, este geometra 
que, apesar de 6 ser funcção de Uj é condição necessária para que a série que resulta de (1) 
pondo n=co convirja para a funcção /(íc), que esta expressão de R^, considerada como 
funcção de dwas variáveis independentes 6 e ti, tenda para O, quando n tende para o infinito 
e varia entre Gel. Conclue-se d'aqui que o conhecimento da funcção 6 nada adiantaria a 
resolução do problema que tem por fim desenvolver f{x) em série. A demonstração doeste 
theorema, que não será dada aqui, pode ver-se no trabalho de Pringsheim já citado e n'uma 
nota de E. Pascal, publicada na Rivista di Matemática (Roma, 189Õ). 

10. As expressões do resto da série de Taylor devidas a Lagrange e Cauchy são casos 
particukres de uma expressão muito geral^ dada por Schlomilch primeiramente no seu Hand- 
huch der Differentialrechnung , publicado em 1847-1848, e em seguida n'um artigo publicado 
no Journal de Liouville (2.^ série, t. ni), que obteve por meio da igualdade, devida a Cauchy, 

^^^ ^ {x + h) -']^ [X) ~ ^' (^ + 0/^) ' ^^ ^ ^ ^ '^ 

^' ipe) representando uma funcção que não seja nulla no intervallo de ít a x-^h. 
Applicando, com efí^eito, esta igualdade á funcção, considerada no n.° 8, 

o{z=f'.x + li)--f{z) — {x + li-z)f{z) 

-|(^4-/.-.)y(^)----- S'7ri/ '''-^'(^), 
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vem o resultado 

(1) f(^^ + h)=f(x) + hf(x)+...+ -j~^^^^^^^-^f''-^Hx) + K, 

^^^ ^"^ 1.2... (n~l) • 'lí^x + Qh) J (*^«'»)- 

Pondo 

vem para R^ a expressão 

a qual, sem ter tido outros usos que não tenham as formulas de Lagrange e Cauchy, tem 
todavia a vantagem de as conter a ambas, correspondendo uma a ^ = w e a outra a p= 1. 

A formula (2''') foi também obtida por Roche, partindo da expressão de R^ por meio de 
iiin integral definido, anteriormente achada (n.^ 6), [Journal de Liouville^ 2.^ série, t. lu). 

AppHcando, com effeito, a este integral o primeiro theorema dos valores médios dos inte- 
graes definidos^ vem 



R. 



onde 6' representa uma quantidade comprehendida entre O e 1. Pondo agora 6' -^ 1 — 6,' 
obtem-se a formula (2^^'). 

11. Nas demonstrações das formulas (1) e (2), dadas por Lagrange, suppoz-se que a 
funcção f^'^^oc) é continua no intervallo de x a, x^h. A mesma hjpothese se ó obrigado a 
fazer na demonstração das formulas (1) e {2"% dada no numero anterior, quando se adopta, 
para estabelecer a igualdade (3), a demonstração que deu Cauchy d'esta formula, pois que 
nella o illustre geometra suppòe que 9' (z) e ^' (z) são funcçoes continuas de z no intervallo 
de cc a íc + ^^. O- Bonnet porém, dando uma nova demonstração da igualdade (3), que vamos 
expor, a qual só exige que as funcçoes '^' {z) e ^' [z) sejsim faiit as e determinadas no intervallo 
considerado, permittiu que se estendessem as formulas (1) e (2'") ao caso de /^") (2) ser des- 
continua, se todavia íòv finita e determinada no intervallo (íc, x^h). 

Seja F (z) uma funcção que admitte uma derivada F' (z) finita e determinada, no inter- 
vallo de z = a a z-=a^h^ e que é nulla nos extremos d'este intervallo. Quando z varia 
desde a até a-{-hj a funcção F [z) deve principiar por crescer (em valor absoluto), para de- 
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pois decrescer; porisso e por ser continua, deve, no intervallo considerado, passar por um 
máximo ou por um minimo negativo (^). Deve, pois, existir um numero Xi tal qual seja 
F'{z) = Oj quando z = X{^ e a este numero, que deve estar comprehendido entre x e x-\-h^ 
pode dar-se a forma Xi = x-\-^h (onde O < 6 < 1). 

O theorema que vimos de demonstrar é conhecido pelo nome de iheorema de Rolle^ por 
ter sido dado por este geometra para o caso particular das funcçoes inteiras. Para tirar d'elle 
a formula (3) basta pôr 



Y{z) = r,(x)-^{Z)-[]^{X)-^]^{Z)] 



9 (x + /i) — 9 {x) 



^^{x-\-h)-^<^xy 

A fiincção 'Fiz) é nulla nos pontos z = x e z--=x-\-h\ logo temos a igualdade 

9 (x* -\-h) — 9 {x) 



Y'{xi)==-^'{x:^^^'{xi) 



-O, 



^l^{x + h) — ^ {x) 

da qual se tira a formula (3), quando ^j;^ [z) é diíferente de O no intervallo z^x a z = x-^li^ 

12. Viu-se nos dois números anteriores que a formula de Taylor, com a expressão do 
resto dada por Schlõmilch, pode ser deduzida do tkeorema de KoUe por intermédio da for- 
mula (3). Homersham Cox, n'um artigo publicado no t. vi do Cambridge and Dublin Mathe- 
matical Journal^ tirou-a directamente d'este theorema, applicando-o á funcção 

F (z) = -f(x + h) +f{z) + {x + h- z)f (z) 



(x + h — z)í 



f(x + h)-f(x)-kf{a 



h«-^ 



1.2...(Ji — 1) 



■/(»-')(«;) 



que é nulla quando a = £e e quando z=-=x-\-h. Temos, com efFeito, a equação 

(CC + A — £Ci)"-* 



= F'(íci) = 



1.2...(«-1J 



■/'"'(«'<) 



2}(x-\-h — xi)P 



A"-« 



f(x + h)-f(x)-. . .- 1.2.. .(n-l) -^^"''^^^) 



da qual se tiram, pondo xi = x-\-Qh, as formulas (1) e (2"^), 



(1) A existência d'este máximo ou minimo negativo, que O. Bonnet considerava evidente, foi rigorosa- 
mente demonstrada por Weiei-strass. (Veja-se, por exemplo, o t. i do nosso Curso de Analyse), 
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É conveniente observar que a expressão de F(2), de que se partiu, é a que resulta de 
substituir na expressão de F (2), dada no numero anterior, 9 (z) pela expressão dada no nu- 
mero 10 e ^{z) por (x^h — r)P, Logo o methodo que vimos de expor coincide no fundo com 
o methodo dado nos números 10 e 11. 

13« Fundados nos mesmos principios podemos dar uma formula muito geral, que contém 
a formula de Taylor (^). 

Eara isso appliquemos a igualdade 

o (x + h) ^ (D (x) + /i?' {x + Qh) 



á funcção 



Jii 



9 (.) =f{x) + hf {x)+...+ y:277J^^'' ^""^ 



F{x) + JiF'{x) + , 



hJ^ 



1.2. ../í: 



-F(^')(íc) 






X 



/(^ + A) -/(«) _ A/' (a;) - ... - j^ ,^ _^^ /(') H 
F (ce + A) - F (*•) - AF' (a) - . . . J^^' - F''') (íc) 

Jl . ^ • . . ri/ 



Teremos, suppondo n^l^l em>A; + l e effectuando alguns cálculos simples, a igualdade 



f{x + li)-f(x)-hf{x)-. 



1.2. ..Z 



■/(" {x) 



M- 



F , £C + /i) - F (ÍC) - AF' (£C) — . . . - y-;^ ^," FC) («) 



/,t+l 



1.2. ..(Ã+l) 



FC'- + ■'»(«) + ••• + 



Ã™-* 



1.2...(»!— Ij 



j^F'»-»(ík) + E'„ 



(^) Gomes Teixeira: /S^?' une formule d'Aaalijse. (Nouvelles Annales de Mafhématiques.^ 3.» série, t. v). 
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onde 

se o denominador do segundo membro d'esta igualdade se conservar differente do zero quando 

varia entre O e 1. 

Pondo nesta formula 

obtem-se a formula de Taylor com uma expressão do resto que coincide com a que resulta 
da formula de Schlõmilch (2^'^) dando a^ um valor inteiro positivo qualquer. 

14. Se a funcção f^^^ (x) for continua no ponto x, temos 

f-^(x + dh)==fin)(x) + e, 

e representando uma quantidade que tende para O quando h tende para 0. Podemos porisso, 
substituindo este valor de f^'^^ (x -\- dh) na expressão do resto dada por Lagrange, escrever a 
formula de Taylor do modo seguinte: 

f(x + h)=f{x) + hfix)+...+ i.>f"..,, /""H+ i.J'"..^ ^- 

Esta formula tem mesmo logar, como mostrou Peano, n\im artigo publicado no t. IX do 
Mathesis^ quando /(") (z) não é continua no ponto íc, se todavia é n'este ponto finita e determi- 
nada. Esta extensão da formula anterior pode ser tirada muito simplesmente da formula de- 
monstrada no numero 13, como vamos ver. 

Mudemos para isso na referida formula m e n em n — 1, e ponha-se depois x = Oy 

1 = n — 2y Jc = n — 2. Teremos 

F(70-F(O)-ÃF(O)— ..- 1^2. ..(n-2) ^'"~"(Q) ^ ' 
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Appliquemos agora esta igualdade ás funcções 

Ln 



1.2. ..n 



Como é 



/(0)=^0, /(0)^0, ..., /(n-^^)(0) = 0, 

y'(n - 1) (7^) _ Q5(n - 1) (^ _|„ /^) _ ç(n - i) (^) „ ^.^(«) (^^^ 

F(0) = 0; F(0)==0, ..., F(^-2)(0)-0, F(^^-^)(/2)==Ã, 



vem 









Mas, em virtude da definição de derivada, temos 



(X) 



: Ç(^^) (íC) + £, 



0Ã 

onde c representa uma quantidade infinitamente pequena com h» 
Logo temos a igualdade 

Jin Jin £ 

? (^ + ^) - ? H - ^i (í^) - ... - X2~r:^ ?^'^ (^) ^ T727;'.v 

da qual se tira a formula pedida mudando cp em /. 

15. Temos até aqui considerado o desenvolvimento de f{x + li) segundo as potencias de 
h. Para achar agora o desenvolvimento de f{x) segundo as potencias de x — a, basta des- 
envolver f(a-\-h) segundo as potencias de A e substituir depois h por x — a» D'este modo 
tiram-se das formulas (1) e (2^^^) as seguintes: 



Rn 



1.2. ..(^ 



^_/(«)[« + 6(a.-a)], 



das quaes se tira o desenvolvimento de f(x) em série ordenada segundo as potencias de 
X — a, quando, n tendendo para oo, K^ tende para 0. 

c 
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16. Terminaremos o que temos a dizer sobre a série de Taylor, no caso das variáveis 
reaes, expondo uma observação importante, devida a Cauchy. Fez notar este grande geo- 
metra, nas suas Leçons de Calcai différentielj que, sendo uma funcçlo desenvolvida pela for- 
mula de Taylor, pode obter-se um resultado convergente e todavia este desenvolvimento não 
representar a funcção que lhe deu origem. Para dar um exemplo d'este facto apresenta a 

1 
funcção e "" + e ^ que, sendo-lhe applicada aquella formula, dá o resultado convergente 

. ^ , x'* ^'^^ 

Ir-X 



1.2 1.2.3 



' '" Jb (X' ' Jb I ^^ 



1 

que todavia tende para e "^ e não para e "^ + 6 ^ . Só quando o resto de uma série, 
obtida pela formula de Taylor, tender para O, quando n tender para go, é que podemos affir- 
mar que a série tem para somma a funcção que lhe deu origem. 

Os geómetras que primeiro empregaram a série de Taylor não faziam esta discussão do 
resto, nem mesmo attendiam, na maior parte das vezes, á questão da convergência das séries 
que empregavam. Muitos resultados verdadeiros foram mesmo obtidos pela série de Taylor 
em circumstancias em que esta série era divergente. Não nos occuparemos aqui dos motivos 
doesta coincidência e só notaremos que, em muitos casos, o emprego que faziam da série de 
Taylor equivalia ao emprego da formula 

f(a^ + h)^f(x) + hf(x)+... + ^-^^Ji«){x) + -j^^e 

em questões em que não era necessário conhecer e. 

17. Por meio da formula de Taylor, com as expressões do resto dadas por Lagrange e 
Cauchy;, tem-se achado o desenvolvimento em série de algumas funcçoes importantes. A 
diííiculdade que se encontra porém geralmente em verificar se o resto Jl), tende ou não para 
O, quando 7i tende para o infinito, limitaria consideravelmente o uso da série de Taylor, se 
Cauchy, fundando-se em methodos de natureza mais elevada, não tivesse dado o meio de 
evitar esta discussão, tirando a possibilidade do desenvolvimento da consideração immediata 
da funcção. Vamos deduzir o theorema celebre que deu para este fim, empregando para isso 
primeiramente o methodo por elle seguido, depois o methodo proposto por Riemann, e final- 
mente o methodo empregado por Weierstrass. Porém, antes d'isso, vamos, conservando-nos 
ainda no ponto de vista elementar, estender ao caso das íuncçoes de variáveis complexas o 
theorema de Taylor e as expressões do resto obtidas neste capitulo. 
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CAPITULO II 



PUstxido cia fomiixla do nraylor» no caso das lixiioçoos 
de variáveis complexas. jVletlxodo elementar* 



18. A extensão da formula de Taylor ao caso das funcções de variáveis complexas foi 
feita pela primeira vez por Caucliy, já por um processo elementar, que aqui vamos expor, 
já por um processo de natureza superior, que será exposto no capitulo seguinte. O processo 
elementar, a que vimos de nos referir, foi publicado pelo celebre geometra nas suas Leçons 
de Calcul différentiel^ publicadas em 1829. 

Seja 

uma funcção da variável complexa 

cc = p (cos (jò -j- i sen w) = pe^^"^, 

e supponhamos que cc, quando varia, percorre uma recta que passa pela origem das coorde- 
nadas e faz um angulo o) com o eixo das abscissas e que F (x) admitte as derivadas F^ (íc), . . . , 
F(^) (íc), finitas e determinadas. Teremos, derivando F (x) n vezes relativamente a p, 

Supponhamos agora que 9(0), '^l^ (p) e as derivadas d'estas funcções até á ordem n — 1 são 
nullas quando c = 0. As formulas (1) e (2^^0 do numero 10 mostram que é, n'este caso, 

^(f) = l'x:T(^^^p^'"'^^^f)' (0<6,<1). 
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Vem portanto 



^^^)-Tr27:7F-T)y 



[(1 — 0i)^ - Pc^^'') (61 p) + i{l — 62)^ - P ^^''^ (6-2 p)]. 



Applicando agora esta formula á funcçao 



• -1 



F (X) =/H - [/(O) + xf (0) + . . . + i.2....(n -T-^"' ~ ■" ^^^-1' 



que é nuUa assim como as suas derivadas até á ordem n — 1, quando p = 0, vem a formula 
pedida: 



(1) 

(2) 



/(*)-=/(0) + «2f'(0) + . 



/(«-1)(0) + R„, 



R» 



1 . 2 . . . (7^ — l)jp 



1.2. ..(n- 

\^(l _ Oi)^ - i^ 9(^0 (6-1 p) + ^ (1 — 02^^ - P 'Y''^ (62 p)] . 



Caucliy punha p = l, mas, como se vê, o seu methodo é applicavel qualquer que seja p. 

19. A expressão de R^, que vimos de achar, pode dar-se uma forma mais própria para 
a sua applicaçao ao desenvolvimento das funcçoes em série. Para isso, basta notar que, por 

ser F^^^ (íc) =/(^^) (íc), temos, representando por xi e x^ os valores de x cujos módulos são 
61 p e 02 p, 

X^ifin) (xi) == p^ 6^»^'^ F(''^) (Xi) =p^^ [^(''^ (01 p) + i ^Y""^ (01 p)], 
çj^nfin) (^,) ^ ^n giu» J^(n) (-^2) ==-.f^ [çí^^) (02 p) + ^ r^(^) (02 p)]. 

Podemos, pois, escrever a expressão de R,^ da maneira seguinte: 



Rw 



1 



(l — diY-P^Rlx^^p^^xi) 



+ { (1 — 02)''^' -PJ\ X^' p'^ (íC2) I 



representando por R j x''^- f^^^\x\) \ a parte real de cc"/^''' (xi) e por J } ít;'^/(") (íC2) J o coefficiente 
de i na parte imaginaria de x'^^f^^^^(x^). 
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Como porém Xi e x^2 representam pontos da recta que passa pela origem das coorde- 
nadas e faz o angulo 00 com o eixo das abscissas^ temos 

Xi = 01 p é'"" = ôi íP, X2 = Qi^ é''' = 0á X. 
Logo podemos dar á expressão de R,^ a forma 



(20 



Kw ^ 



(l_e,)^-i'RJí^>^/(>0(6, íc) 



1.2...(7^— Ijp 

+ 1 (1 — 62)^^ - ^ J j íc^^/<'^) (62 x) \ 



Esta formula foi empregada por Mansion, n'uma memoria publicada nos Annales de la 
8ociété scientifique de Bruxelles (t. IX, 1885), para achar o desenvolvimento em série das 
funcçoes elementares 6^, {l-\-xf\ log(l+íí?), etc. 



20. Mudando /(cc) em/(íc + ^07 ^ trocando h por cc, pode dar-se ás formulas (1) e (2') 
a forma 



f(x-^h)=f{x) + hf{x) + . 



Rn = 



li^-^ 



_J(.-1)(^) + R^^^ 



■ ' 1.2. ..(n—l) 



+ i{\ — 62)^-^^ J I A^C'^) {x + 02 h) 



21. N^uma memoria importante, publicada em 1876 no Journal de Liouville (t. 11 da 
3.* série), apresentou Darboux uma expressão do resto da série de Taylor, no caso das fun- 
cçoes de variáveis complexas, mais simples do que a precedente e que é a verdadeira ex- 
tensão das formulas dadas no capitulo anterior. 

Para achar esta expressão fundou-se o eminente geometra no seguinte lemma geomé- 
trico : 

Se um ponto M descreve uma recta AB, variando sempre no mesmo sentido, e se um 

ponto m está ligado com M de modo que, quando M descreve esta recta, o ponto m descreve 

ds 
a curva ac6, existe pelo menos uma posição d'estes pontos onde a rasão —j— da diíFerencial 

c/cr 

do comprimento dos arcos da curva para a differencial do comprimento dos segmentos da 
recta é igual ou maior do que —ç^- 
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Se tosse, com eífeito, para todas as posições dos pontos considerados 



ds ah 
<- 



d(j ^ AB' 



teriamos, representando por ai e o-^ os valores qne toma a nos pontos A e B, 



^-^ ds ^ ah [""'' , 

—j— dcT < -rr^ / da. 



<Jl 



AB 



0-.1 



e portanto 



o que ó absurdo. 



are ach < ah, 



22* Posto istO; sejam 



? (^) - X + ^ Y, J; (z) = Xí + iYi 



duas funeçoes de uma variável complexa 2, continuas em todos os pontos de uma recta que 
une o ponto correspondente a x ao ponto correspondente a x~\-h, e supponhamos que, quando 
z percorre esta recta, Xi + iYi percorre também a recta AB, variando sempre no mesmo 
sentido, e X-j-íY percorre o arco de curva ach. 

Por serem a, />, A, B, os pontos correspondentes aos números complexos o(x)j <-^(x-{-h)y 
^ {x)j A (x + ^), temos 



Temos também 



ab 


9 (x -f 7i) - 


-(f(x) 


AB 


^{x + h}- 


-ú^{x) 



der 



]' ãXl+dY\ 



4'(s) 






Logo, applicando o lemma precedente, vê-se que existe um numero a?i, correspondente a 
um valor de '\i (z) representado por um ponto da recta AB, e portanto comprehendido entre 

X e x-{-]i^ tal que é 



9^ i^i) 



^' {Xi) 



> 



9 (x + à) — o Çx) 
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^ portanto 



(Q (x + h) — (9 (x) ^ o' (X\ ) 



.]^(x+h)-'^[/i) 'y[xi)' 



1 representando um numero complexo cujo modulo não pode ser superior á unidade. 

A esta igualdade podemos ainda dar outra forma. Seja KL (\) a recta descripta pelo 
ponto 2, K; N e L os pontos correspondentes aos imaginários x^ X[ e a? -[-A, o) o angulo d'esta 
recta com o eixo das abscissas, p', p^', R, b as distancias OK, OL, ON e CO. Teremos 



e portanto 



mas 



logo 



x = b + ^' e'"\ x + li^b-\-f &'% XI = b ~\~ 1^% 
h = (p'^ — p') &'% Xi—x^ (E — p') é'"" ; 
R-p''<p'^-p'; 



E_p'^-e(p'^-pO, 

6 re|)resentando uma quantidade real comprehendida entre O e 1 ; e por consequência 

íCi_íc=0(p'^ — p')e^'^^ = 0A. 
Temos pois a igualdade 

.. ^{x-\^h) -r,{x) _ r ^jX + ^h ) 

^^ ""'I {xA^^h) — 'I {x) ^ f (íc + 6A) * 

A formula que vimos de achar differe só peio f^xctor X da formula correspondente do nu- 
mero 10. 

23. Pondo 

^hiz)^(xArh — zy\ 

^ notando que, se representarmos por p o modulo de z^ temos 

z -^ b-T p é''\ 



í^) E fácil traçar a figura. Basta tirar duas rectas perpendiculares Q,x e C?/ e, por uni ponto O de Cíc, 
tirar depois a recta OKNL. 
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ve-se que e 

Xi + iYi = ^(z) = (p" — p)P éí^''' =-- (p'^ — p)^ (cos^ 6) + i sen^ o), 

e portanto 

Xi = (p'' — p)" cosp w, Yi == (p'^ — p)^ ^enp 03, 



Yj =Xi tang2? w. 

Logo, quando z descreve a recta KL, ^{z) descreve uma recta AB. 

Podemos, pois, applicar a formula (3) á funcção precedente, o que dá 

ç (^ + /.) - 9 (^) = )7^ ^^^-^_Q^^,-r- 
Applicando esta formula á funcçâo considerada no numero 10, 

-i(.+/^-.)v-(.)-...- f+^-fri)V '"--'(^), 

vem a formula de Darbotix 

que é a extensão ao caso das variáveis complexas das formulas (1) e (2'^^) do numero 10. 

24. Mansion, na memoria já citada, deu uma demonstração puramente analytica do theo- 
rema de Darboux. Mais tarde, no seu Résumé du Cours d' Analyse^ publicado em 1887, deu 
á expressão de R„ uma outra forma que serve para os mesmos fins que a anterior, da qual 
não diíFere essencialmente, mas cuja demonstração analytica é mais simples e directa. 

Parte para isso da expressão de R^ dada no numero 20, onde poe 

^" = ^'*' 1.2 ..(n-i yp"-^''"' ^"^ ^ ^'''^ = ^'" ' 
(\ — Q^Y — ? 



1.2... {n-\)p 
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o que dá 

R,, = BC cos (6 + c) + BDi sen {b + d) = Jíé^' , 



representando por H a quantidade 



1 



H = [B2 C2 cos2 (& + c) + B^ D2 sen2 (5 + á)^ 2, 

Suppondo agora C>D, temos H'2^2B2C2 e portanto H = >.iBC]/2, onde );i representa um 
factor positivo igual ou inferior á unidade. 
Logo 

R, == h pé (^^ - ^ - ^) h- Y^'~^S~1) ^'^"^ (^ + ^^^^' 
ou 






(n — l)p ' 

onde |A|^1. E esta formula que pretendíamos achar. 

Se for D>C5 demonstra-se o theorema do mesmo modo, pondo H = ?.iBD]/2. 

25* Por meio de qualquer das formulas, que vimos de achar, pode-se obter o desenvol- 
vimento em série das funcçoes elementares e*, (l + ^^/S ^^S(^~\~^)j - • •? procedendo como no 
caso das funcções de variáveis reaes. Aqui vamos considerar somente a funcção (1 + cc)^, de 
cujo desenvolvimento temos de usar adiante. 

Temos n'este caso 

a+.).=i+"r ^'^-'>-„-<''-+'> ^+R.. 

^"-^- 1.2...(.-1) ""(tW (1 + S-)"-'- 

1) Se o modulo p de íc é menor do que a unidade, a quantidade 

k(k~í)...( k-n+ l) ^ 
1.2...(«-1) P 

tende, como é sabido, para O quando n tende para o infinito. Além d'isso é 

\ 1-6 ! 1-9 _ 1- 



1-f 9a3 I |,/l + e2p2 + 26pcosG3< 1 — 9p 



<1. 
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Logo Rji tende para O quando n tende para go, e o binómio considerado pode ser des- 
envolvido em série ordenada segundo as potencias de x pela formula 



(i+.y^i+-yM^-i)---(^--+i)^. 



a=l 



1.2. ..a 



2) Se o modulo p é maior do que a unidade, a série precedente é divergente. 

O estudo do caso em que p é igual á unidade não será aqui feito. A respeito d'elle pode 
consultar-se a memoria de Abel sobre o binómio (OeuvreSj, t. i) ou ainda os trabalhos de 
Mansion anteriormente citados. 

Deve-se observar que, no caso de k ser um numero fraccionario ou um numero irracional, 
a funcção (1+^)^ tem muitos ramos. A série anterior dá o desenvolvimento do ramo que se 
reduz á unidade quando x-=0. Para achar o desenvolvimento dos outros ramos basta í^tten- 
der a que estão todos comprehendidos na expressão V' (1+^)^S onde se deve substituir 1^^ 
pelos seus diversos valores e (I+íc)^ pelo desenvolvimento que vimos de achar. 
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CAPITULO III 



Ooxitirtiiaoâo do estixdo dia série de Taylor*, 

no oaso das fixixcooes de variareis coixxplex^as. 

jVIetlaodo de Oancliy 



26. O methodo para o estudo da série de Taylor, que vamos agora considerar, é devido 
a Cauchy e é fundado n'uma theoria importante, devida a este grande geometra, da qual elle 
fez muitas e notáveis applicaçoes. Esta theoria, que vamos expor succintamente, foi publicada 
em 182Õ na sua bella e importante Mémoire sur les intégrcães déjinies prises entre ães limites 
imaginaires. 

Consideremos uma curva composta de muitos arcos AB, BC, CD,. . . taes que, em cada 

um, a cada valor de x corresponda um único valor da ordenada, sejam a, J, c, (i, . . . as 

abscissas dos pontos A, B, C,. . . e yi, 3/2, ^3?. • . funcçoes de x, que representam os valores 

que toma y respectivamente nos arcos AB, BC, CD, . . . Chama-se integral curvilíneo de 

f{x^y)dx tomado ao longo da curva ABCD..., que designaremos por S, e representa-se 

/» 
pela notação / f{x^ y) dx a somma : 

çb Çc rd 

\ /(^5^i)^^ + / f(^:Jp)dx+ f(x,ys)dx 

J a ^ li J c 



J_ 



D 'esta definição resulta immediatamente que, se a curva S for descripta no sentido 
DCBA, contrario ao precedente, o integral ao longo d'esta curva conserva o mesmo valor 
absoluto e muda de signal. 

Qua^ndo a curva S é fechada, o integral pode ser tomado em sentido tal que a área, que 
ella limita, fique á esquerda de um observador que percorra aquelia curva movendo-se no 
mesmo sentido, ou á direita d'este observador. O primeiro sentido diz-se directo^ o segundo 
Q'etrogrado. 
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Posto isto, vamos demonstrar o theorema fundamental, devido a Cauchy: 
Se na área limitada por uma curva fechada as funcçoes (^(x^y)^ ^ (x^y)^-—^ -y^ foicem 
continuas e tiver hgar a condição -y^ = "t^? o integral de (^(x^y)d.x-\-^(^x^y)dy^ tomado ao 

longo da curva considerada em sentido determinado ^ é nidlo, 

A demonstração que Cauchy deu d'este theorema é fundada nos princípios do calculo das 
variações. Mais tarde Riemann deu outra demonstração do mesmo theorema fundada em um 
theorema importante de G. Green, que adiante será estabelecido. Aqui vamos apresentar uma 
demonstração mais directa e que é fundada nos principies mais elementares do calculo integral* 

Consideremos primeiramente uma área ABCD, limitada por uma recta AD, parallela ao 
eixo das ordenadas, por duas rectas AB e DC, parallelas ao eixo das abscissas, e por uma 
linha recta ou curva BC, e sejam 

as equações da linha ABC (/i e/2 representando uma funcçao ao longo de AB e outra funcção 
ao longo de BC, e s representando o comprimento dos arcos d'esta linha, contados a partir 
do ponto A) e 51 o valor que toma s no ponto C. 

Integrar a expressão 9 {x^ y)dx~{~^ (íc, y) dy ao longo de ABC entre os pontos A e C, 
cujas coordenadas são (xo^yo) e (cci,?/i), é procurar o valor que toma no ponto C, onde s = s,i, 
a funcção das variáveis í» e ?/, dependentes de s, que satisfaz á condição 

e que é nulla quando 5 = 0. 

Para determinar u^ podemos empregar as equações 

du . . du . . . 



que dão primeiramente 



e depois 



(^{x,y)dx+^{y\ 



^^^'^)=^=|rX/"'^^'^+4!r' 



ou, notando que, ^{x^y) e -—- sendo, para cada valor de y comprehendido entre yo ^ yij 

dy 

funcçoes continuas de íc e ?/ no intervallo de ajo a o?, o theorema de Leibnitz relativa á diffe- 



Hosted by 



Google 



29 



renciação dos integraes é applicavel ao integral que entra n'esta igualdade, 

, , . f^ do (x, y) ^ dQ (y) 



ou 



e portanto 



Temos pois 



^{y) = \ ^(^0,2/)%- 

fx fx 

u = j (f (xj y) dx-{- 1 ^ (eco, y) dy, 

J (Tn J Xa 



Xq J Xo 

o valor que toma u no ponto (xi^yi) é pois igual á quantidade 



Vi / ^1 

^ (í^o, y) dy+ (p (x^ yi ) dx. 



Analysando esta expressão, vê-se que a primeira parcella coincide com o resultado que 
se obtém integrando (f(x,y)dx-^^(x^y)dy ao longo de AD, e que a segunda parcella coin- 
cide com o resultado que se obtém integrando a mesma expressão ao longo de DC. Logo 
temos, representando por (ABC), (ADC), etc. os integraes da expressão considerada, toma- 
dos respectivamente ao longo de ABC, ADC, etc, 

(ABC) = (ADC) == ^ (CDA), 
e portanto 

(ABCDA) = 0. 

Consideremos agora uma área limitada por um contorno qualquer S. Decompondo-a, por 
meio de rectas auxiliares, parallelas aos eixos coordenados, em áreas parciaes limitadas por 
contornos 81,82,. . .,8^, que estejam nas condições que vimos de considerar, temos 

/ [^(^^y)^'^+^(^,y)^y]= 2 / [?(^5^)^^+ + (^?3/)^^]: 

estes contornos sendo todos percorridos no mesmo sentido relativamente ás áreas que li- 
mitam. 
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Com eíFeito, no segundo membro doesta igualdade entram os integraes relativos a todos 
os lados das figuras em que se decompoz a área dada. Os integraes que correspondem ás 
rectas auxiliares sao dois a dois eguaes e de signal contrario, por ser cada recta descripta duas 
vezes, cada uma em seu senti do, quando (et?, y) descreve os contornos de duas figuras adja- 
centes, reunidas pela recta considerada; e os integraes correspondentes ás linhas que fazem 
parte do contorno S, dao uma somma igual ao primeiro membro d'esta igualdade, por ser S 
a somma d'estas linhas. 

Basta agora attender a que os integraes que entram no segundo membro são todos nullos, 
para concluir que é 

j {x, ij) ãx + ^{x, y) dy] = 0. 

O theorema que vimos de demonstrar tem applicaçoes importantes em Analyse e em Phy- 
sica mathematica. Aqui vamos immediatamente applical-o á demonstração de um theorema 
relativo ás funcções de variáveis complexas, por meio da qual Cauchy deduziu a formula de 
Taylor. 

27. Consideremos uma funcção da variável complexa z = x-^iy 

onde u e V representam funcções de x e y^ e supponhamos que esta funcção admitte deri- 
vada. Sabe-se que n'este caso u q v satisfazem ás equações 

,. ãu dv du dv 

^y dx'' dx dy^ 

,. P ^ du du dv dv ^ ^ 

e que, reciprocamente, se u e v satisiazem a estas equações e -y-, -y— , ^— , -^ sao luncçoes 

continuas de x e y^ u-\-iv admitte derivada. Sabe-se também que esta derivada é dada pela 
formula 

•^ ^ -^ dx dx 

As funcções que admittem derivada são as únicas que ha interesse em estudar, e dá-se-lhes 
o nome de funcções monogeneas ou ancdyticas, 

A funcção f{z) pode ter um só valor para cada valor de z ou muitos. No primeiro d'estes 
casos a funcção diz-se uniforme ou mpnodroma. No segundo caso, se considerarmos, para 
determinar completamente a funcção, um dos valores que f(z) toma em um ponto B como 
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valor inicial, o valor que a funcçao toma n^um ponto qualquer D da área A, limitada por um 
contorno S, quando z descreve uma curva que ligue D a B, deve ser determinado pela con- 
dição de fiz) variar de uma maneira continua quando z descreve esta curva. Se este valor 
é sempre o mesmo, qualquer que seja a linha descripta pelo ponto z^ quando vae de B a D 
sem sahir da área A, a funcção diz- se ainda uniforme ou monodroma. na área considerada. 
No caso contrario diz-se multiforme ou ]Jolydroma. 

Se a funcçao f{z) for monogenea, uniforme e continua em todos os pontos de uma área A 
e, além d'isso, as derivadas parciaes de u e i' relativamente di x q y forem funcçoes continuas 
d'estas variáveis, diremos, com Cauchy, que a funcção f{z) é synectica na área A. 

28. Posto isto, temos por definição, representando por S o contorno da área A, 



/ f(z)dz=l (u-\- iv) {cíx -f- idy) = / (iidx — vdy) -f ^ / [vdx + udy). 
's js js js 



Se a funcção f{z) ó synectica na área A, temos também, em virtude do tlieorema de- 
monstrado no numero 26 e das formulas (A), 



/ (vdy — udx) = 0, / {udy + vdx) = O ; 

js Js 



e portanto 



f{z)dz^O. 



Podemos pois ennunciar o theorema seguinte: 

Se a funcção f{z) for synectica na área A^ limitada por uma curva fechada^ o integral 
de f{z)dz^ tomado no longo do contorno da área^ é nullo. 

Este theorema, publicado por Cauchy em 1825 na sua Memoria celebre sobre os integraes 
tomados entre limites imaginários, atraz citada, foi a base dos trabalhos d'este eminente geo- 
metra sobre a theoria das funcçoes de variáveis complexas. Entre os corollarios que d'elle se 
deduzem notaremos os seguintes, de que teremos de fazer uso: 

1,^ Se a funcção f(z) for synectica na área limitada por uma curva exterior S e pelas 
curvas interiores ci, cg,. . ., temos 



f f{z) dz^í f(z} dz + f f{z) dz + ..., 



OS contornos S^ ci, C2^. . • sendo descripios todos no mesmo sentido relativamente ás áreas in- 
teriores. 
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Com eíFeito, o contorno fechado EDGKDEBAHABFE limita uma área na qual a funcção 
é synectica; logo o theorema precedente é applicavel, e temos, representando por (ED), 
(DGKD), etc, os integraes à^ f(z)dz tomados ao longo de ED, DGKD, etc, 

(ED) + (DGKD) + (DE) + (EB) + (BA) + (AHLA) + (AB) + (BFE) = 0. 

Mas 

(ED) = - (DE), (BA) == - (AB). 

Logo temos 

(DGKD) + (EB) + (AHLA) + (BFE) = O, 
ou 

(EFBE) - (DGKD) + (AHLA), 

o que demonstra o theorema enunciado. 

2,^ 8e f(z) for synectica na área limitada 'por um único contorno S e se a representar 
um ponto do interior doesta área^ será 

1 [ f{z)dz 




(^) f^^^-^i 



s ^ — « ' 



S sendo descripto no sentido directo. 

Temos, com eífeito, representando por c uma circumferencia de raio p, cujo centro seja 
o ponto representado por a e que esteja collocada no interior da curva S, 

f(z)dz ff(z)dz 



Js z~a 
Mas, pondo ^ — a = pe^''^, vem 

í.f^^irf^a + ,é^^)d^ 

Logo, pondo £=/(a + pe^^)— /(^)5 temos 

f(z)dz ff(z)dz 



s z — a Jc z — a 



2.x: ri7z 

f{a)dbò-Ar f edo) 
o Jo 



Notando agora que, por ser a funcção f(z) continua no ponto a^ [e] pode tornar-se menor 
do que qualquer numero positivo (5, por mais pequeno que seja, dando a p valores sufficien- 
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temente pequenos, e que é 



2:: 



£&> 



O 



obtém-se a formula procurada 



Js z — a Jq 

3.^ Se a funcção f{z) for synectica na área A^ limitada por um contorno exterior S e por 
um contorno interior S'j, e se a representar um ponto do interior doesta área, é 



fi^)- 



2^T^Js ^ — ^ 2i'K J s/ 2 — a 



E o que resulta dos dois corollarios precedentes, que dâo 

f(z)dz f f{z)dz ,ff{z)dz 



z — a /c/ 2 — « 



/(«) = 



1 f f(^)ãz 

2 ^7^ / z— a 



Deve observar-se que, no theorema que vimos de demonstrar, S deve ser descripto no 
sentido directo e S^ no sentido retrogrado relativamente á área A, que limitam. 

29. Se a funcção f{z) é synectica na área limitada pela curva S y ternos^ n^um ponto 
qualquer a do interior doesta área^ a igualdade 



que dá as derivadas de f{a). 

Temos, com eíFeito, por definição 



1.2... 71 r f{z)dz 



2ir, 7s (^ — «)"^"'^ 



mas 



/'(«)^ 



A-O/S 



f{z) dz 


1 


1 


k 


z — a — h 


z — a 



dz\ 



h^ 



■z — a — h z — a {z — af (z — afiz — a — h) ' 
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logo 






hf(z) dz 



{z — af(z — a — h) 



Basta attender agora a que temos, representando por M o maior valor que toma 

I f(^) 

-7 ^^V 77- quando z descreve a curva S e notando que é \ dz \ == \ dx -\- idy 

I (z — af {z — a — h) ^ ^ 1 1 1 . 1 ^ 

= ^dx'^ + dy^ = ds {s representa o comprimento do arco que une o ponto (x, y) ao ponto fixo 

que se toma para origem dos arcos), 



./ s (^ — <^o^ (^ — ^ — ^0 



< 



f{z)dz 



( z — cif (z — a — h) 



<MS, 



para concluir que a segunda das parcellas que entram na expressão de f (a) tende para O 
quando Ji tende para O, e que portanto temos 



fi<^)- 



f{z)dz 



Do mesmo modo se acham as derivadas seguintes. 

30. Habilitados com os theoremas que vimos de demonstrar, podemos agora estender, 
seguindo Caucliy, a formula de Taylor ao caso das funcções de variáveis complexas. 

Seja/(íc) uma funcçao synectica da variável complexa x na área limitada por um con- 
torno S, sejam a q x dois números representados por dois pontos do interior da mesma área 
e seja z um numero representado por um ponto do contorno. 

A identidade 



1 , ÍC , ÍC^ 



yM 1 



; X ^J Xí" Z 



-...+ - 



z''{z — x) 



(x — a) 



M~i 



(x — aY 



dá,, substituindo x por x — a e z por 2— a, 

1 1 X — a 

'~z~-x~'~~z^^^~^ (z — aj^^' " ' iz — ay ' (z-a^Çz — x)' 

e depois, multiplicando ambos os membros ^or f(z)dz e integrando ao longo do contorno S, 



f{z)dz _f f{z)dz ^^^_^^f f(z)ãz 



s z — x Js z — a ■ ^ 'Js(z — af 

f(z)ãz 






■f (a; — a)" 



S {Z—a)^{z—x)' 
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Temos porém (números 28 e 29) 



-v'<«)=í4ê?. ^-/(^)=//B? 



/»(«): 



1.2. ..n 



fiz)clz 



2 ir: Js {z — aj 



n-\- í* 



Logo é 



onde 



(nft n\n — \ 

/H -fia) + (^ - «)/ («) + ...+ i!2...(l-l) -^'^ ~ '^ ^^) + ^"' 



^n = 



227: 



s (2 — a)'* {Z — x)' 



Temos assim a formula de Taylor com uma expressão do resto da qual Cauchy deduziu, 
na sua importante Mémoire sur le Calcul des résídus et le Calcul des limites (*), apresentada 
em 1831 á Academia de Turin, o seguinte theorema, que constitue uma das suas mais bellas 
descobertas : 

Se a funcção f{z) é synectica na área limitada por uma circumferencia^ cujo cêntimo é o 
ponto correspondente a a^ e se x representa um ponto qualquer do interior doesta área^ tem 

ir o desenvolvimento em série 

f(a^)=fia)^(x-a)f{a)+. . -^-f^^^f"' («) + • • • 



Supponhamos, com eífeito, que S representa uma circumferencia cujo centro é o ponto 
correspondente a a. Para todos os pontos z do contorno e para todos os pontos x do interior 
tem n'este caso logar a desigualdade 



\x~a\<\z — a\ . 



Por outra parte, da desigualdade seguinte, que resulta immediatamente da noção de in- 
tegral definido, 



R. 



!=:. 1 



! ^^'i < v::: 



^^^./s 



X — n 
Z — a 



Z — X 



\dz\ 



deduz-se, notando que é \ dz \ = '^ dx^ -^ dy^^ = ds (pondo z=^xí-{-Íí/í) e representando por M 



(1) Exercices d^Ánalyse et de Physique matliématiqae,^ t. ii, pag. 50. 



Hosted by 



Google 



o maior valor que toma 



fiz) 



z — X 



36 



, quando z descreve a eircumferencia S, 



lo I SM 



X — a 

z — a 



Basta attender agora a que é \x — a|<|z — a\ para concluir que | R>i [ tende para O 
quando n tende para o infinito, e portanto que f{x) pode ser desenvolvida pela série de 
Taylor. 

31. Não nos occuparemos aqui a deduzir as consequências importantes que se tiram 
d'este theorema nem a mostrar o papel fundamental que elle representa na tlieoria geral das 
funcçoes (^). Faremos somente excepção para a proposição seguinte, porque teremos de fazer 
d'ella uso adiante. 

Seja/(íc) uma funcçâo sjnectica na área A, limitada por um contorno S, e procuremos o 
numero de raizes que a equação /(cc) = O tem no interior d'este contorno. 

Sejam a, h, c, . . . estas raizes e m^ n^. , . os seus graus de multiplicidade, e represen- 
tem-se por S', S^^, etc. circumferencias cujos centros sejam os pontos correspondentes a 
a, J, . . . e cujos raios sejam tão pequenos que ellas não cortem o contorno S e cada uma 
contenha no interior só uma raiz. 

Teremos (numero 28 — 1 .^) 

Ç f{z)dz_Ç f(z)dz , r f{z)dz^^ 



e, em virtude do theorema anterior, 

/ {x) = {x — aY' Pj {x — a)^ 

f{x) = {x—hfW{x--a), 



Pi (íc — a), P2(íc — a),... representando séries ordenadas respectivamente segundo as po- 
tencias de X — a, X — ^,- ••? ^ ^ primeira igualdade tendo logar na área limitada pelo con- 
torno S^, a segunda na área limitada pelo contorno S^^, etc. 



(1) Para um estudo desenvolvido da theoria geral das funcçoes monogeneas pode consultar-se, entre 
outras obras, a seguinte : A. R. Forsytli, Theory of Functions of a complex variable^ London, 1893. 
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Das igualdades anteriores tira-se 





m 

X — a 

n 


P;(*-a) 
Pu* — a)' 


f{^) 


X — b 


\\{x — b)' 



6 portanto (numero 28) 



m 



dz 



1 C f iz) dz 

^ ^'^ j S' f[Z) ~ 2 irj s' z — a' 



1 



f(z)dz 



9. ir. 



^VS'/ /(2) 2{T.JsnZ — b 






dz 



■n, 



Temos pois 



m + ?z + . . 



1 r fizuiz 

'^^Js f\Z) 



Esta formula dá o numero de raizes da equação f(x)==0^ contidas no interior do con- 
torno S, expresso por meio de um integral curvilíneo tomado ao longo do contorno. 

32, Passando agora a considerar os desenvolvimentos ordenados segundo as potencias 
inteiras, positivas e negativas, da variável^ seja/(2) uma funcçao synectica na área annular 
limitada por duas circumferencias concêntricas de raio E e R^, e sejam x um ponto qualquer 
do interior d'esta área e a o centro das circumferencias. 

Temos n'este caso (numero 28 — 3.^) 



/H = 



1 f f(z)ãz 

2k J s z—x 



1 



f{z)dz 



2i% 



representando por S e S^ as circumferencias de raio R e R^ consideradas. 

Applicando ao primeiro integral a analyse desenvolvida no numero 30, vem 



f(z)dz f f(z)dz , , ,r f{z)dz , , , ,^ , f f(z)dz 

7s z-x Js z-a ^^ \js{z-af ^ ^ ^ Js{z~af 

Para achar o segundo integral partiremos da igualdade 



1 



z — x 



1 _^ z — a {z — aY~^ ^ {z — af 



X — a {x — af" 



[X — a)" ' {x — áy^ {x—Z) 
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que dá 



f f(z)dz 



-í-í f(z)dz--^-~J (z-a)fiz)ãz 

X — aj s/ [X — aj^J s/ 



onde 



(x- 

z — aY f(z) dz 



R^n 



J <,i \x — a J X — z 



Por ser, ao longo de S', \z— a\<i\x — a | , vê-se, procedendo como se fez no numero 30 
a respeito de R^^, que | R^^ | tende para O quando n tende para o infinito. 
Logo temos a formula 






onde é (numero 28 — -1.*^) 



1 f f{z)dz 






A formula que vimos de achar é conhecida pelo nome de formula de Laiirent e tem uma 
importância considerável na theoria das funcções. Foi apresentada por este geometra á Aca- 
demia das Sciencias de Paris em 1843 e íoi objecto de um parecer de Cauchy, onde se in- 
dicam diversos modos de a obter (Cometes rendus^ t. xvi). 

Pondo z — a = W é^^^j pode-se ainda exprimir A^ e B^^ por meio dos integraes definidos: 






^''' d'.). 
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CAPITULO IV 



Oontinixaçao do estxxdLo da ^èx^l^ de Ta^^lor* 

no caso das fixncooes de varia^^els complexas. 

JVIetliodo de IXiemaim 



33« Seja f(z) = u-^iv uma funccão monogenea da variável complexa z = x^iy. Já 
dissemos que as funcçoes u e v devem satisfazer ás equações 

du dv dv dií 

^ ~dy dx'' dy dx"^ 

e portanto ás equações seguintes, que resultam das anteriores: 

d^u d^^u d'^v dH 

'd^~^~df^' ~d^^'df^ 

As propriedades das funcçoes monogeneas podem, pois, ser tiradas das propriedades das 
funcçoes que satisfazem á equação ás derivadas parciaes de segunda ordem 

ás quaes se dá o nome de funcçoes harmónicas. 

Para ver como por este methodo, proposto por Riemann (*), se obtém a formula de Taylor 



(^) Grundlagen fur eine állgemeine Theorie der Functíonen einer varãnderlichen complexen Grosse, 1851. 
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e o theorema de Cauchy demonstrado no numero 30, vamos estudar algumas propriedades 
das funcçoes harmónicas das quaes teremos de fazer uso (^). 

34« Para estudar as propriedades das funcçoes que satisfazem á equação (2) fundou- se 
Riemann n'um theorema importante, publicado em 1828 por Gr. Green, que vamos primeira- 
mente demonstrar. 

Consideremos o integral duplo seguinte, referido a uma área A hmitada por uma curva 
que não possa ser cortada em mais de dois pontos pelas rectas parallelas aos eixos das coor- 
denadas e na qual a funcção /(cc, y) seja continua: 

\ f{^,y)^^d'/=\ dyl ''f{x,y)dx, 
A J a J xi 

onde í6'i = 6i(3/), x^ = 6^2(y) são as equações (^) dos arcos MQP e MNP da curva, que limita 
A, e a, 5 são as ordenadas dos pontos M e P, onde as ordenadas são minima e máxima; 
e seja 



jf{x,y)dx = F{x,y) + C, 



C representando uma constante arbitraria. 
Teremos 



I fi^,y)^^^b= ^(^^2,y)dy— F(íri, 



tj)dy. 



Por outra parte, representando por S a curva que limita A e attendendo á definição de 



integral curvilineo dada no numero 26, temos também 



I '^í^,y)^y-\ ^{^^hy)dy+ '^[^hy)^yj 

S J a J b 



O integral sendo tomado ao longo doesta curva n'um sentido tal que A fique á esquerda de 
um observador que percorra o seu contorno (sentido a que se dá, como já dissemos, o nome 
de dhecto). 



(^) Para um estudo mais completo das funcçoes harmónicas veja-se : Picard, Traité d^Analyse, t. ii, 1892. 

(-) E fácil descrever a figura. Basta traçar dois eixos coordenados Ox e Oy e uma curva fechada que 
não possa ser cortada pelas rectas parallelas aos eixos em mais de dois pontos, e representar depois respe- 
ctivamente por M e P os pontos de ordenada minima e máxima e por Q e N os pontos de abscissa minima 
^ máxima. 
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D 'estas igualdades resulta a formula 

(a) / lf(x, y) dxdy= l -^^ clx d2/= If (x, ij) dij. 

Do mesmo modo se demonstra a formula 



Q>) 



I f {^^ y)dxdy=^ l l dxdy = — / Fi (x^ y) dx. 



suppondo que o contorno S ó ainda descripto no sentido directo. 

As formulas precedentes podem ser extendidas ao caso de A ter uma forma diíferente da 
que vimos de considerar. Decompondo A em outras figuras Ai, A2, A3,. . . cujos contornos 
não sejam cortados pelas rectas parallelas aos eixos coordenados em mais de dois pontos, estes 
contornos são formados por porções do contorno A, as quaes representaremos por Si, S2,. • . 
e pelas linhas auxiliares empregadas para fazer a decomposição de A nas figuras Ai, Ag,. . ., 
as quiaes representaremos por «i, sg,* • • Logo temos, suppondo que os contornos Ai, A2,. . . 
são descriptos no sentido directo, 

f(x, y) dxdy^Y. I f(x, y) dxdy^llJF {x, y) dy + S ^ F {x, y) dy. 

É fácil porém de ver que cada linha si, ^Sj- • . é descripta duas vezes, uma em cada 
sentido, quando são descriptos os contornos de duas áreas separadas por esta linha; portanto, 

a cada parcella da somma S / f(xjy)dy corresponde outra igual e de signal contrario, esta 

JH 

somma é nuUa e temos 



J{x, y) dx dy = Y^lF (x, y)dy = 1 F (x, ij) dy. 

35. As formulas (a) e (b) são as formulas de Green, que pretendíamos achar. Antes de 
as applicar ao estudo das funcções harmónicas, observaremos que Eiemann tirou d'ellas o 

theorema de Cauchy demonstrado no numero 26, applicando-as ás funcções -—- © -y~* "^©^j 

ClX ÚjII 

com effeito, 

/^-^^^^% = / K^;3/)^^, ii^^~dxdy=^—i^^^{x,y)ãx, 
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e portanto 

Basta attender agora a que as funcçoes cp e c[) consideradas no numero 26 satisfazem, por hy- 
pothese, á condição —^ = —-!-, para se obter a igualdade 



[(p (a?, y) dx + ^ (í^, y) dy] = O, 



que pretendiamos demonstrar. 



36. Passando agora ao estudo das funcçoes harmónicas, vamos primeiramente achar, 
fundados nas formulas de Green, uma expressão d'estas funcçoes por meio de um integral 
curvilineo. 

Sejam U e V duas funcçoes de x e y continuas, assim como as suas derivadas parciaes 
de primeira ordem, na área A, limitada por um contorno S, e seja também continua na 

mesma área a somma ^ + ~Tlí' • Applicando o theorema de Green á funcção 



dU dY , dJ] dY , /6Z^V , d^Y 



que é igual a 



dx dx dy dy \ dx^ ' dy 



_^/ _^\ . d /_c?V\ 



dx \ dx j dy \ dy /' 



vem 



JJ^ [dx dx + dy dy ) "^^ "^y-js ^[dx^^^ dy '^"^ j JJ^ ^ [ dx^ + ^^ j '^^ ^S', 
e portanto, se V representar uma funcção harmónica, 

d/U_àY^,àJJ_ãY\^^^ _f.j(dY_^ dY 



, -, -, i -^ y — ,,^^dy=l U -^ — dt/ ^ — dx 

x\ax dx dy dy / "" J ^ \ dx '^ dy 



Do mesmo modo se acha, U representando uma funcção harmónica, 

J J x\dx dx dy dy / J s \dx dy ] 
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D'esta igualdade e da anterior re.sulta a seguinte: 
dV 



ufe*- 



cIY , \ ^^íd\] , dJ] , 

-r: — dx ] — V —z — dl/ ^ — dx 

dy I \dx dy 



= 0, 



que dá, pondo U= 1, visto que 1 é uma solução da equação (2), 

Se a área A for limitada por um contorno exterior G e por um contorno interior c, tere- 
mos, applicando a formula (3) ao contorno único EFBEDKGDE, e representando por (ÉFBE), 
(ED), etc. os integraes da funcção que entra em (3), tomados respectivamente ao longo de 
EFBE, ED, etc, 

(EFBE) + (ED) + (DKGD) + (DE) == O 

ou, por ser (ED) = -(DE), 

(EFBE) + (DKGD)==0 
ou 




(EFBE) = (DGKD). 



Porisso, suppondo que os contornos C e c são descriptos no sentido indicado pelas flechas, 
podemos escrever a igualdade 



\ dx 
É fácil verificar que a funcção 



\dx ^ dy ) \dx ^ dy 



dx 



T- dx ] — V —7— dt/ ^ dx 

dy I \dx ^ dy 



U = log2, 



onde 



z = ^(x-af-Y{y-h)\ 



satisfaz á equação (2), e portanto que a funcção log^ é harmónica. A formula anterior dá 
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porisso, suppondo que o ponto (a, h) está no interior da curva c, 



(5) 



1 /f^V 7 



dY 



dy 

dN 
dy 



dx 



ãx 



.YÍ^l^dy-^^dx 



dx 



dy 
d los: ^ 






ácc 



37. Tomemos agora para contorno interior c uma circumferencia de raio p e centro (a, ô), 
e supponhamos que a funcção V e suas derivadas parciaes de primeira ordem slo funcçoes 
continuas de x e y eia toda a área limitada por C. Teremos, pondo 



cc = a -f p cos ií, ?/ = 5 + psen]í, 



e attendendo á formula (4), 



(^) /i°^^iS-^^-^'^^)='°^p/(-£-'^^-^^^^=^' 






-.fy^-^-^dy-^dx 



=fYdt=r''' 

J c 'o 



Ydt, 



Tornando explicitas as variáveis x e y que entram em V, podemos substituir V por 
V (íc, y) e temos, applicando o primeiro theorema dos médios valores dos integraes definidos, 



■2TC r^TZ 

Ydt = I V (a + p cos í, 6 + p sen t) dt = 27:V (a + p cos ti, 6 + p sen ti) dt^ 
o 7 o 



ti representando um numero comprehendido entre O e 27:. A igualdade anterior dá portanto 



V ( — T^ dy j^- dx \ == 27:V {a -\- p cos fi, 5 + p ^^n ^i)? 



C^ÍC 



e, fazendo tender p para zero, 



dy 



D'esta igualdade e das igualdades (5) e (6) tira-se finalmente a formula seguinte: 

-.-r- , -, 1 / r, í dY -, dY ^ \ ^^/dlo9:z ^ dlo9:z -, 
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que dá os valores da funcção harmónica V expressos por meio de um integral definido e que 
representa no methodo de Riemann o mesmo papel que a igualdade (B) do numero 28 repre- 
senta no methodo de Cauchy. 

38. Para dar um segundo passo para a resolução da questão que estamos considerando, 
vamos tirar d'esta formula outra que dê os valores de V expressos por um integral definido 
ordinário. Para isso vamos porém primeiramente demonstrar um lemma de que teremos de 
fazer uso. 

Consideremos um circulo de centro O e raio R, e seja A um ponto coUocado no interior 
d'este circulo, cujas coordenadas são a e b. 

Vejamos se existe um ponto B, exterior ao circulo, tal que seja constante, para todos os 

pontos M da circumferencia, a razão ^pTi-« 

Representando por a e p as coordenadas do ponto B, por cc e ^ as do ponto M e por c^ 
uma constante, teremos 



AM^ z^ {x-a)^ + {y-hf 



= c^ 



e portanto, sendo O a origem das coordenadas, 

R2_2a£c-262/ + «2 + 62 = c2(R2_2a£c-2p2/ + a2 + |52), 

ou, pondo a = p cos Cp, & = psentp, a = pi coscpi, p = pi sencpi, 

R2 — 2p£c cos tp — 2p?/ sen cp + p2 = c^ [R^ — 2 pia? costpi — 2pi2/ sen t?i + pf ^ 
Satisfaz-se a esta igualdade pondo 



R2 



P 



(8) P' = -^' ''^ R' "^^'^'^ 

como é fácil verificar, e vê-se que é pi > R. 

D'estas igualdades conclue-se o lemma seguinte: 

Dado um circulo de raio R e um j^onto A no interior^ existe outro ponto B, exterior ao 
mesmo circulo e situado sohre a recta, que une o 'primeiro ponto ao centro do circulo^ tal que a 
razão geométrica das distancias AM e BM é constante^ qualquer que seja M. A distancia do 
ponto B ao centro do circulo ê dada pela primeira das formulas (8) e o valor da constante é 
dado pela segunda. 
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39« Posto isto, tomemos para contorno da integração na igualdade (7) a circumferencia 

a que vimos de nos referir, e notemos que a igualdade (3) dá, pondo U = -^log[(íc — ^a)^ 

-{-{y — P)^] = log2i e attendendo a que logzi e V sEo funcções continuas de cc e 2/ no interior 
da área A, 



J. 

27c/c 






ãx 



.Y[^^^-dy—^-^^^dx 



dx 



dy 



= 



e a que a igualdade (4), dá, por ser -^ constante, 



■^/c^°s|-(^<Í3/-^'^«^)=0. 



Sommando membro a membro estas igualdades e a igualdade (7), vem 



V(a,6) = - 



ou 



Y(a,h): 



U^ 


; d.-^y 




dx ^ ' dy 


u.^ 


' x—a ^ 

L ^1 


- y~^ dx- 


X — a , , y — b _ 

^ Z 



9 ^ 
ou, por ser c = -4^ = — , 

n Zi 



V(a,ò) = - 



1 r V 



2x c z- 



-{x — à)dy ^^ (y — ^)dx — (a; — a) dy-\-{y — h) dx 



= -^J^'^W-f)(.yd«=-^dy)-{af-aW)ãy + {^^^-hB?)ãxl 



OU, attendendo ás igualdades 



T?2 ^ P pi R^ 

' ' a o p p^ ' 

TT/ XN ir V(R2_p2) 

V («, 5) = _ _ /^ — '^2R2 (3/^^ - ^^y)' 
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Pondo nesta formula 

íc = Rcoscj>, 3/ = Rsençj> 
e attendendo á igualdade 

^2 _ (í;c _ «)2 _j_ (^ _ 5)2 _ (R cos ò -- p cos cp)2 + (R sen cj; — p sen '^)2 == R2 + 

vem a formula 

1 p^ V(Rcosc!;,Rsenc!;)(R2-p2)4 



1 p^ V(Rcosc|;,Rsenc!;)(R^-p^)( 
V(«,6)~2Ttj^ R2__2Rpcos(cl;-cp) + p^ 



que determina, por meio de um integral definido, os valores que a funcçao harmónica V (a, h) 
toma no interior do contorno C. 

40. Partindo d'este integral, vamos exprimir os valores da funcçao harmónica por meio 
de um desenvolvimento em série. 
E fácil de ver que é 

R . , " n« •/, X o" oe' (*^ + i) » ('í' — 9) 

1+ S J—e^íw^W — =?)+-P— .xL 



R_pe«W-9) „ti R™ ^ R" ■ R_pe«('i-?) ' 

onde £ = + 1, e portanto 



^ lí: ^- -=1 + 2 S -^ cos w (cb — cp) 

R2-2Rpcos(c|;-cp) + p2 ^ m = lR^ ^^ ^^ 

p^ 2 [Rpcos(n+ I) (cj; — cp) — p^cosn(c{> — cp)] 
"^ R^ * R2-2Rpcos(c!; — (p) + p2 ' 



Logo 



V (a, ò) = S p"^ (r/^ cos wcp + 5^^ sen Twcp) 



m = 



1 p^ + i p^ V[R cos ( n +!)(({; — cp) — p cos n(cj;-cp)] 
+ ^^^Jo ~ ~~R^^2Rp cos (i^ - cp) + p2 "^^^^ 
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onde 



«0 = 



2r. 



%R^-' 



V (R cos c[), R sen ^) c/c[;, 



V (R cos cj), R sen cj;) cos m cj;rfc)), 



^w = -^p^^ / V (R cos cj), R sen cj;) sen m cj^cZc);, 



e m= 1, 2; 3, ... 

Fazendo tender n para o infinito e attendendo a que, por ser p<R, o ultimo termo da 
expressão anterior de V (a, b) tende para zero, esta formula dá o desenvolvimento em série 
da funcção harmónica: 



(9) 



V a, h)= E p^^ (a^ji cos m(f + ^m sen mcp). 

m = 



41. Consideremos agora as séries 



(a) 



F= S a,^ p^^ cos ?72íp, Fi= S 5^ p*'* sen mcp, 

m = ín = O 



que entram na formula que vimos de achar, e notemos que por meio das desigualdades 



I a^ cos m(f I p"' = — I -— j I cos mcp | 



Wp 



2 7^ 



V (R cos c}í5 R sen c[í) cos wcJ; c?c[> 



7. \R 



\ |V(Rcosc|;,RsencJ;)|4< Í-X_\ M, 

1 / p \^, , P"" 

&í,^seniwcp ] p^^^ = -^(-^ I I sen mcp I / V (Rcosc}í, Rsenc))) senmcj; ácj; 

; 1 (i) " r" I V (R cos 4-, E sen <},) j 4 < (-^) " M, 



< 



onde M representa o maior valor que toma a funcçao ] 2V(Rcosc};, Rsenc[;) | quando ^ varia, 
desde O até 2%^ se vê que estas séries são convergentes quando p < R, isto é, quando p e cp 
representam as coordenadas polares de um ponto do interior do circulo de raio R. 

Consideremos também as séries que resultam de derivar as precedentes relativamente a 
p e a Cp. 
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Seja R^ um numero positivo inferior a R. A primeira das desigualdades anteriores dá^ 
pondo p = R^ e ç = 0, 



!a,,|R'-<(-^j M<M, 



e portanto 



|a-Íp;''<MÍ|^ 



Esta desigualdade mostra que os termos da série 

(5) S m\a,,\f^-' 

m = 1 ^ 

são menores do que os termos correspondentes da série 



M - / pi 

a qual ó convergente quando pi<R'; logo aquella série é também convergente para os 
mesmos valores de pi. 

Seja agora R^ o resto da série (6), isto é, seja 



R,,= H m\a,n\ç';'-^. 



Por ser convergente a série considerada, a cada valor de ^, por mais pequeno que seja, 
corresponde um numero ni tal que é | R„ | < ^, quando n > m. 
Mas os termos da série 



(c) S mcim p 



n — 1 /-. 



cos me 



m = 1 



que é formada pelas derivadas relativamente a p dos termos da primeira das séries (a), não 
podem exceder, em valor absoluto, os termos correspondentes da série (ô), quando é p<pi, 
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qualquer que seja cp. Logo temos a desigualdade 

00 

I S am "mf^ — * cos wf | < S, 



para n > nj, a qual mostra que a série (c) é uniformemente convergente para todos os valores 
de Cp e p correspondentes aos pontos da área do circulo de raio pi. 

Basta agora applicar um theorema bem conhecido, relativo á derivação das séries, para 
ver que tem logar a igualdade 



dF 

do .y), ^ i 



Do mesmo modo se demonstra a igualdade 



dF - 

-Y~ = — ^ <^m ^p^'^ sen m(f. 



A segunda das séries (a) pode ser cansiderada do mesmo modo e obteem-se resultados 
análogos. 

42. Posto isto, vamos agora ver como a formula (9) conduz com a maior facilidade á 
resolução da questão que se pretende resolver. 
Seja 

a funcção proposta, que suppomos synectica no circulo de raio R, e seja {x^ y) um ponto 
[até agora representado por (a, h)] do interior d'este circulo. 

As funcções ii. ^ v satisfazem, por hypothese, á equação (2), e temos port:anto, em virtude 
da formula (9), 

00 

u == S p"^ [a^n cos wç + &í„ sen mcp), 

m = 

GO 

V == S p^^ (a,^ cos nv^ + ^^ sen Tnç). 

m = 
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Mas, por ser x = pcos^j y=psen(f^ temos 



ácp sen 'f íZp 



dx 



P 



dx 



■ cos Cf, 



dp 
dy 



■■ sen o. 



d(f cos í 



' dy 



e portanto 



(10) 



d (p'"^' cos wcp) 



dx 

d ([/'^ sen W.Cp) 



/ 



dx 

d (p"^ cos mcp) 
dy 

d (p^^ sen mcp) 



(^y 



= mp^"^ — * cos (m — 1) cp, 
= mp^' ~ '^ sen (m — 1) cp, 
= — wp^^ "" '^ sen (m — 1) cp, 
= wp"^ - ^ cos (m — 1) (p. 



Substituindo agora na igualdade 



du dv 
dx dy 



os desenvolvimentos de w e i; anteriormente escriptos, e attendendo ás igualdades preceden- 



S 7?ip^^ — * [ Gm COS (m — 1) Cp + Ôm SeU (m — 1) Cp] 
m = 1 



: S wp'*^ — *[ — a,^sen(m — 1) cp -j- p^, cos (m — 1)^]. 

m == 1 



Pondo n'esta equação 'f = 0, vem a seguinte: 






que, devendo ter logar para todos os valores de p, na vesinhança de p = 0, mostra que é 



, == p,n, (^ > 0). 
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A mesma equação dá depois a seguinte: 



S h^n f^9^^ ~ ^ sen (m — 1) íp = — S a^j mç^ ~ * sen (m — 1) cp, 

7^í- = 1 m = 1 

que, depois de dar a cp um valor determinado qualquer, devendo ainda ter logar para todos 
os valores de p, na vesinhança de p == O, mostra que é 



^m = — «m, (W>0). 

Temos pois a igualdade 



f{z) = u-\- iv = «o + i^o + S p„j [a^,, cos m(f + h^ sen Tncp — íò-^^ cos mo + m^» sen m(f] , 

Í7l^= 1 



OU 

f(^z) = ao + íao + ^ p"' ('^í??. — 'iàn,) (cos ttíç -j- ^ sen wcp), 
?w = 1 

ou finalmente 

OO 

m = 1 

Temos pois o theorema de Cauchy, já demonstrado no numero 30: 

A funcção f (z) é susceptível de ser desenvolvida em série ordenada segundo as potencias 

inteiros e positivas de z, quando z representa um ponto qualquer do interior do circulo de 

raio E, no qual é synectica, 

43* Para completar esta questão, resta ainda determinar, seguindo o mesmo methodo, 
os coeííicientes do desenvolvimento precedente. Para isso, vamos considerar as séries da 
forma 

00 

f\ (z) = ui -f ivi = E am p^'^ (cos mcp + i sen m'-p), 

m = 1 

00 

fi (z) = u^ + iv^2 = — i II b^ p"^ (cos wcp + i sen mcp), 

m == 1 

que estão nas condições das séries que entram na formula anterior, e que são (numero 41) 
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convergentes para todos os valores de cp e p que sao coordenadas polares dos pontos de 
um circulo de raio E. 

Temos, attendendo ás formulas (10) do numero anterior, 

dUi -^ « / ^^ 

—, — = L ma,^^ f^ ~ ^ cos (m — 1) cp, 

CLX JYi :^ { 

dvi i? I / ^ 

— ^ — = L ma^^ p^' ~ '^ sen (m — 1 ) cp, 

— ^ — = — S ma^yi p^'^ — '^ sen {m — 1) cp, 

<^^?/ m = 1 

—^ — = L 772c^(, p^'^ — * cos (m — 1 ) (p. 

Vê-se pois que as igualdades (1) são satisfeitas pela funcção wi + <^'fi, e portanto que esta 
fimcção é monogenea. A sua derivada relativamente a 2; e pois dada (n.^ 27) peia formula 

du\ dv\ ^ ^ 

f (z) = — — -f i — — - == S ma^ p^^ ~ ^ [cos (w — 1) cp + ^ sen (m — 1) cpl = E ??ic% 2;"^ - ^ : 
aa? Í^ÍC ,n = 1 m = 1 

o que mostra que se obtém esta derivada derivando cada termo da série 

m = i 

Como a derivada de /i (z) está também ordenada segundo as potencias inteiras e positivas 
de z^ conclue-se do mesmo modo que é monogenea e que admitte uma derivada 

f,'{z)= £ m{m-l)a,,z^-~\ 

dada por uma série cujos termos se formam derivando os termos do desenvolvimento de 
Continuando do mesmo modo temos a formula geral 

^ m = n 

que, pondo z = 0^ dá 

/(n)(0) 
Cln 



1 . Z . . ,n 
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Considerando do mesmo modo a funcção /a (2), vê-se que é 

Temos pois finalmente 

y;(n)(0)+/N(0)_ y(n)(0) 



a^ — ibn-- 



1.2. ..71 1.2. ..n 

o que dá a formula de Maclaurin 

00 f{n)(0) 

fiz)=f(0)+ S -fõ-^ V""- 

n = i X • ^ • . . / i 

Pondo /(2) = F(^ + <^)9 deduz-se d'esta formula a de Taylor 

F(3 + a) = F(«)-h S /^^^"' 

íi = 1 1 . ^ ... Tl 

0U5 mudando z em 2; — a, 

F(2) = F(a)+ S -^2--Í(^-«)"' 
que tem logar quando é \z — a | < R. 
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CAPÍTULO V 



OontirLULaoao dLo ostii.d.0 das series cie Ta^^lor* e cie Laixr*eia.t 

no easo cias fixi^eçoes cie variareis eoiixplex^as. 

IVXetlxodo de ^VV^eierstr^ass e jMittag-t^eriler 



44. 



Se, para os valores de x visinhos de um valor a, tiver logar o desenvolvimento 



(1) /(^) = ^'0 + <^l i^ — <^) + <^2 (íC — (lf-\-' . . 

a funcção/(íc) diz-se regular ou holomorjpha na vesinhança do ponto a. Se esta propriedade 
tiver logar para todos os valores de a representados pelos pontos de uma área A, a funcção 
f{x) diz-se regular ou holomorpha na área A. 

Viu-se no capitulo III que as funcções analyticas sFio regulares nas áreas em que sao sy- 
necticas. A theoria d'estas funeçoes coincide portanto com a theoria das funcções regulares 
n'uma certa área, e pode porisso ser feita, sem a intervenção da tlieoria dos integraes cur- 
vilíneos, por meio das propriedades das séries da forma (1). Este modo de expor a theoria 
considerada, cuja primeira ideia remonta a Lagrange, tem sido empregado principalmente 
por Weierstrass e Mittag-Leffler nos seus bellos e importantes trabalhos sobre as funcções 
analyticas. O presente capitulo é destinado a estudar por este methodo os theoremas de 
Taylor e de Laurent. Para isso principiaremos por recordar algumas propriedades das séries 
da forma (1), de que teremos de fazer uso. 

45. A área que representa os valores de x para os quaes é convergente a série {!) é limi- 
tada por uma circurriferencia^ cujo centro é o ponto que representa a, e esta série é absoluta- 
mente convergente no interior da circumferencia considerada. 

Com eíFeitOj seja Xi um valor de x para o qual a série seja convergente. Os módulos 

I ao 1 1 1 <^i I I ^1 — <^ i 5 • • • ? \(^n\ \^i — a 1'^, . . . 



Hosted by 



Google 



56 



devem ser todos inferiores a um numero B, visto que | a^ | \xi — a\'^ tende para zero quando 
n tende para oo; e portanto temos, qualquer que seja n^ 



o que dá 



an\ lí^í — ai" <B, 



\aJ \x — a\^'<B 



X — a 



Xi — a 



Suppondo que os valores que se dão a x satisfazem á condição 



vê-se que os termos da série 



\x — a|<|ícj — a], 



n =00 

S' I an I \x- — a\ 

n = 



são inferiores aos termos correspondentes da progressão convergente 



S B 

W=30 



Xi — a 



logo, para os valores de x considerados, a primeira série é convergente, e a série (1) é por- 
tanto absolutamente convergente. 

Como os valores de x que satisfazem á condição \x — a\<\xi — a\ são representados 
pelos pontos do interior de um circulo de raio igual a \xi — a\ com o centro no ponto cor- 
respondente a a, vê-se que, se a série (1) for convergente no ponto íci, é absolutamente con- 
vergente em todos os pontos do interior da circumferencia que passa por este ponto. 

Fazendo agora variar xi obtem-se uma série de circumferencias cujos raios ou crescem 
indefinidamente ou têem um limite superior. No primeiro caso a série é convergente em todo 
o plano, o que se exprime ainda dizendo que ella é convergente n'um circulo de raio infinito. 
No segundo caso o limite considerado é o raio de uma circumferencia tal que a série (1) é 
convergente quando x representa um ponto do interior do circulo que esta circumferencia 
limita e é divergente quando x representa um ponto exterior. Ao circulo que vimos de con- 
siderar deu Cauchy o nome de circulo de convergência da série (1). A série (1) pode ser con- 
vergente somente no ponto cc = a; n'este caso o raio do circulo de convergência é nuUo. 

46. Consideremos agora a série 



ao- 



- a{ {x — a) + a2 {x — a)^ + . . . + a __ 1 (íc — a)~^ 



.'^{x — a)-^ + . 
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A série inteira que forma a primeira parte doesta expressão ó convergente quando 
X — a|<R, R representando o raio do seu circulo de convergência. 

A serie que forma a segunda parte da mesma expressão é convergente para todos os va- 

1 



lores de x que satisfazem a condição 
convergência da série 



X — a 



< R^, R^ representando o raio do circulo de 



e portanto quando é \x — a | > -^. 

Logo a série considerada só é convergente quando é R>-:^ e, n'este caso, a área que 
representa os valores de cc, para os quaes ella é convergente, é limitada por duas circumfe- 
rencias de raio R e -^ com o centro no ponto correspondente a a. 

4I, Se uma série 

cujos termos são funcções de uma variável íc, é convergente para todos os valores de x re- 
presentados pelos pontos de uma área A, o valor que em cada ponto toma o resto 

tende para zero quando n tende para o infinito. A cada valor que se dê á quantidade positiva 
^ corresponde pois um numero m tal que é |Rí^|<^, quando n^n-i. Se este numero é o 
mesmo para todos os valores de x considerados, a série diz-se uniformemente convergente na 
área A. 

Posto isto, temos o theorema seguinte: 

Se a série 

ao + «1 ^í -f «2 ?^^ + • . . + (In W'^ + . . . , 

onde u representa uma funcção de x^ for convergente quando 1 1^ | < R, esta série é uniforme- 
mente convergente na área A que representa os valores de x que tornam | z^ | ^ p, p representando 
qualquer numero positivo inferior a R. 

Com eíFeito, por ser a série proposta absolutamente convergente quando | ^^ | = p (numero 

H 
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45), a cada valor da quantidade positiva ã corresponde um numero ra tal que é 

quando n>ni. 

Temos porém, para todos os valores de x representados pelos pontos da área A, 

Logo, para todos os pontos da área A, temos | R^ | <^, quando n> wi; o que mostra que 
a série proposta é uniformemente convergente na área A. 

48. Se a série 

W =00 



n == — 00 



for convergente n'um annel circular dado e se^ em todos os pontos do interior doeste annel que 
têem o mesmo modulo p, o modulo de F (x) for menor do que uma quantidade positiva L, o 
modulo de cada termo da série será também menor do que L. 
Com effeito, multiplicando a série proposta por íc-~™, vem 

n = m — 1 w = 00 

?2 = — GO n = m4-l 
n = m. — 1 n = k 

n = — ao w==m4-l 

R representando uma quantidade que tende para zero quando k tende para o infinito. 
Mas, como por hypothese é 

\x-'''F(x)\<'Lp-''\ 

e como, por mais pequeno que seja o valor que se attribua a uma quantidade positiva â, 
existe sempre um valor ki tal que é | R | < ^, quando Jc>ki^ temos 
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ou 



n = m — 1 n ==k 

n = — Qo n = m 4- 1 



<Lp- 



Dando agora n'esta desigualdade a íc os valores 



íc== Pj pe*Ô, pe2*9j . , , j pe(a— i)íe 



e a ^ um valor maior do que os differentes valores de ki correspondentes a estes valores de 
X, temos as desigualdades 



1 n==m — 1 n = k | 



S a^ p*^ - ™ e(^ - "^) ^9 + a^ + S «^ p^^ - -' e 

n = — 00 n = w4-l 



m />!n — mnh 



<Lp-^'^^ + ^, 



que dão, sommando-as e attendendo a que o modulo de uma somma de quantidades não pode 
exceder a somma dos módulos das parcellas, 



n = — 00 



n = k 






OU, pondo 



1 pa(n~m)iQ 



e dando á quantidade 6 um valor que não seja raiz da equação 



1 — e(^— «^)^6 = 0, 



isto ó um valor tal que A seja finito, 



n==m — 4 n = k | 

S a,, Ap^-«^ + aa,, -f- S a,, Ap«-"^ | < a (Lp ~ ^'^ + ã), 
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ou 



B 



<Lp-'» + S, 



representando por B a parte do primeiro membro da desigualdade precedente independente 
de «„, . D'esta desigualdade tira-se 



(a) 



ia,„|<Lp-» + ã, 



porque se fosse 

I a» |>Lp -'»+§, 

podia dar-se a o um valor tão grande que fosse 



IBI 



^Wí- i ■ 



>Lp-» + ã, 



ou á fortiori 



visto ser 



B 



>Lp-» + 8, , 



1B| 
a 



B 



^ I ^m j 



Da desigualdade (a) tira-se o theorema enunciado; porque, se fosse | a^^^ | > Lp~^^^, podia 
dar-se a ^ um valor tão pequeno que fosse 

O theorema que vimos de demonstrar é devido a Caucliy. Aqui serve como lemma para 
a demonstração do theorema seguinte. 

49. Se uma fitncção f(oo) for stcsceptivel de ser desenvolvida na série uniformemente con- 
vergente dentro de um annel^ comprehendido entre duas circumferencias de raio R e R' com o 
centro na origem das coordenadas: 



(1) 



f{x) =/o {x) +/, (a;) + ...+/„ (a,) + ... , 
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e se as funcçoes fo{^)^ fi{oo)j* . .forem susceptíveis de ser desenvolvidas em séries ordenadas 
segundo as potencias inteiras de x^ convergentes dentro do mesmo annel: 

(2) 

( +A^>cc-^ + Aí;;^^cc-^ + ... + A^^^íc-'^' + ..., 

a funcção f{oo), será também susceptivel de ser desenvolvida em série ordenada segundo as jpo- 
tendas de x: 



(3) 



l/(cc) = Ao + Aií» + A2Cc^ + - . ^ + AmX''''^' ' ' 



e será' 



(4) 



A =A"" + A<'> + -.-+A"'> + ... 

m mm ' m 

A =A^«> +A<'> +... + A^"^ +. 



Este theorema representa um papel importante na theoria das funcçoes analyticas. E de- 
vido a Weierstrass, assim como a demonstração que vamos dar d^elle (^). 

Seja p uma quantidade positiva tal que R'<p<E; por ser uniformemente convergente 
a série (1) na circumferencia de raio p, a cada valor da quantidade positiva ^, por mais pe- 
queno que seja, corresponderá um numero m tal que as desigualdades 



serão satisfeitas por todos os valores de n superiores a wi e por todos os valores de x que 
têem o modulo p, qualquer que sejap; logo a desigualdade 

será satisfeita pelos mesmos valores àe n e x. 



(^) MonatsberícJd dei' Kõn, Akademie der Wissenschaffen zu Berlin (1880). 
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Mas temos, sommando os desenvolvimentos de /„+ i (x), . . .^ fn+p (cc), 

/; + i{x)+... +/„ + , {x) = £ (A^-^') + . . . + a;;+'')) as-» . 

W = — GO 

Logo, em virtude do theorema demonstrado no numero precedente, temes a desigualdade 

I Ao^+^) + a;;:+^^ + . . . + a;;+^> | < ãp-^ (n > m) 

da qual se conclue a convergência das séries (4), applicando para isso o critério fundamental 
de convergência e divergência que se deve a Cauchy. 

Considerando agora outro numero positivo pi tal que seja E> pi > &, podemos dar a 7^l 
um valor tal que seja também 

I A^"+^) + A("+"^-^ + . . . + A("+^^ I < ho-'\ 
quando 7i>nij por maior que seja ^9; e portanto 

Pondo para brevidade 

A(0) + A^í) + ... + A("^ = A^ 
1 lim (A<"+') + A("+^) + . . . + A"^'") = A" , 

j9 =00 

O que dá 

A =A^ +A^ !A'M^V" 

vem, para os valores de x cujo modulo p é inferior a pi, a desigualdade 

^>| + ...-[-|A^^íc'"!+... 



<8 



1+X + ..._JP 



pl \ pi 

da qual se conclue que a série 

a;'+a;'í«+.-.+a;;; «•»+.. 

é absolutamente convergente. 



Pi-P 
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Considerando outro numero 02 tal que seja p > 02 > K^, vê-se do mesmo modo que temos 
ã desigualdade 



A'x-'\ + \A\x'''\+...4~\A' X- 



..<í 



P-P2 



da qual se conclue que a série 



A_i x"^ -f A_2 íc"^^ + . , . 4- A_^ x" 



é também absolutamente convergente. 
Temos depois 



s A,„a;'»= s (a;,+a;>"'= s f,,ix)+ s a;>», 

m = O 



m = — GO 



m = — 00 



m = — 00 



d 'onde se tira 



m = 00 w = 00 m =cc m == oc 

S /»(íc)- S A„£c™= S f,„{x)- E A>» 

íw = 7)1 = — oc m = n -f- 1 



wi = — 00 



e portanto 



pi 



S fm(x)- E A,,í^- !<§ + § 

m = o w = - 00 I pi — p P — P2 



Como a ã se pode dar um valor tao pequeno quanto se queira, tira-se doesta desigualdade 



ni =00 m =00 

m = Q m = — Qc 



isto é a igualdade (3), que se queria demonstrar, e vê-se que esta igualdade tem logar para 
todos os valores de x cujo modulo está comprehendido entre pi e ps. Como pi e p^ sao tao 
próximos de E e E^ quanto se queira, vê-se que a igualdade anterior tem logar para todos 
os valores de x representados pelos pontos do annel limitado pelas circumferencias de raio 
E e E' e com o centro na origem das coordenadas. 

No que precede pode ser E^ = 0, e então o annel circular, que vimos de considerar, re- 
duz-se a um circulo de raio igual a E. N'este caso os desenvolvimentos (2) e (3) nTio contéem 
potencias negativas de x. 
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50. Antes de entrar no assumpto que forma o objecto principal cVeste capitulo, de- 
monstraremos finalmente as proposições seguintes: 

1.^ A somma e o producto de fimcçoes regulares^ na vesinhança do ponio a^, sào regulares 
na vesinhança do mesmo ponto. 

Com eíFeito, se as funcçôes f{x) e F (x) sao regulares na vesinhança do ponto a, temos, 
para valores sufficientemente pequenos de \x — a |, 

f(^x) = ao-\-ai(x — a) -j- a^ (íc — a)'^ + . . . , 
F (x) = êo + 61 {x — a) + 6-2 {x — a)'^ + . . . ; 

e d'estas igualdades tiram-se, em virtude de tlieoremas bem conhecidos relativos ás operações 
sobre séries, as igualdades seguintes: 

f{x) + F (x) = ao + ho + (ai + &i) {x — a) + (a^ + h) {x — af + ,..^ 
f(x) F (x) = aobo + (ao li + «i ^0) {x — a)-\- (ao h + ai &i + a^ Íq) {x — a)- + . . . , 

que têem logar para os mesmos valores de \x — a\. 

2,^ A funcção [f(co)J' e também regular na vesinhança do ponto a^ qualquer que seja o 
valor de f(ci)j, no caso de h ser inteiro e positivo , e quando f{à) é differenfe de zero^ nos outros 
casos. 

O caso de k representar um numero inteiro positivo já foi considerado, visto que n'este 
caso [f{x)]^ representa um producto de factores. 

Nos outros casos temos, suppondo ao =/(<^0 differente de zero, 



[/(^)]^=ao 



ai 

ao 



a2 



(x — a) -[ (x — a)^^, . . 



ao 



:ao[li-P(^-a)]^ 



representando por P (.^ — a) o desenvolvimento 



P (íc — a) = (x — a) 



ai ^ a^ , . 

— -i- (x — a) - 

ao ao 



Dando a \x — a\ valores tao pequenos que seja 



;P(íc— a)|<l, 



podemos desenvolver [/(xY]'' em série ordenada segundo as potencias x — a por meio da for- 
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mula de Newton (numero 2õ), e teremos 



l + k-p(x-a) + -'^^j-^Vix-ay + . 



Esta série é uniformemente convergente na vesinhança do ponto a (numero 47), assim 
como os desenvolvimentos de P(íc — a), [P(íc — a)]^, . . .; logo a funcção [/(íc)P é susceptivel 
de ser desenvolvida (numero 49) em série ordenada segundo as potencias de x — a, na vesi- 
nhança do ponto a, 

3.° O quociente ->y-T- é regular na vesinhança do ponto a, se f(a) for differente de zero 

Este principio é uma consequência dos dois anteriores, visto que podemos escrever a ex- 
pressão considerada debaixo da forma F (x) [f (x)]~^ , 

4.^ Se F (y) for regular na vesinhança do ponto y = h e se y=f[.T) for regular na vesi- 
nhança do jponto a^ a que corresponde y = l>;> F\^f{x^ é regular na vesinhança do ponto a. 

Temos, por hypothese, 

F{y)^h + h,{y-h) + h{y-hf -{-.,,, 
y — h = ai(T — a)-\-a<^{x — a)^ + • • • 

Substituindo na primeira série y — h peio seu desenvolvimento e ordenando o resultado 
segundo as potencias de (x — a) vem (numero 49) um resultado da forma 

Ao + Ai(íc-a) + A2(íc — a)2 + ..., 

o que demonstra o theorema enunciado. 

51. Postas estas proposições relativas ás séries inteiras, vamos agora deduzir a série de 
Taylor e demonstrar o theorema de Cauchy relativo ao raio de convergência d'esta série. 
Se a série 

(1) f (a?) = í/o + «1 (íí? — a) -\- «2 (íc — a)^ + . . .+ a^ (x — aY + • • • 

for convergente no interior de uma circumferencia de centro a e raio R, isto é quando 
\x — a|<R, e se xo representar um ponto d.o interior doesta circumferencia^ a funcção f{x) 
admitte uma derivada finita no ponto íto e esta derivada é dada pela série 

00 

f{xQ)= S nan{xQ--ay^-^^ 

n = 1 

cujos termos se formam derivando os termos da série proposta. 
I 
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Em segundo logar temos 

f(x) =f(xo) + (x- xo)f' (xo) + ...+ xí^/"" («^o) + • • • ' 

e este desenvolvimento tem logav jpara todos os valores de x que satisfazem á condição 

\xç) — a\-\-\x — íco I < R, 

isto é para todos os valores de x representados feios pontos da área de um circulo de centro , 
xa^ contido no interior da circumferencia de raio E e tangente interiormente a esta circumfe- 
rencia. 

Com effeito, pondo na série proposta x = xo-\-h^ temos 



f(xo + h)= S an(xo + h — aY. 

n = 

Esta série, considerada como funcção de h^ é uniformemente convergente quando 
\xo-\~h — a I < R, ou áfortiori quando é | eco — a | + | A | < R. Desenvolvendo pois os binómios 
que n'ella entram e ordenando o resultado segundo as potencias de A, temos (numero 49) 



onde é 



fixo + h) =f{xo) + hfi (xo) + h^fy (xo) + . 



fi (oco) = S nan (xo — a)^ , 



fi(xo)= S n(n—l)an{xo — ay~^^ 



Pondo agora h = x — íco, vem 

f(^) =/(^o) + (oc — xo)fi (xo) + — (x — xoYfi (xo) + . . . 

com a condição de ser \xo — a | + | íc — ícq j < R. 

Para doestas formulas tirar o theorema enunciado, basta notar que a ultima dá, passando 
f(xo) para o primeiro membro, dividindo depois os dois membros por x — xo e fazendo final- 
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mente tender x — ícq para zero, fi{oco) =f {xq). Basta em seguida notar que cada uma das 
funcçoes 

/2(^0),/3(í^0),.-- 

se deduz da anterior como f (xq) se deduz de /(íco), para ver que é 

y^(xo)=/"(x'o),/3M=/"'(xo),... 

52. Se a fimcção f{x) for regular no interior de uma circiimferencia de centro a^ o 
desenvolvimento 

f{x) =f(a) + {x- a)f' (a) + y («^ - aff" («) + ••. 

tem logar para todos os valores de x representados pelos pontos do interior doesta circum/e- 
renda. 

Esta proposição coincide com o theorema de Cauchy, considerado no numero 30, e pode 
ser demonstrada do modo seguinte. 

Notemos primeiramente que, se uma funcçâo f(x) for regular em uma área A, o contorno 
sendo incluido, os valores do raio de convergência da série 

f{x) =/(«) + (X - «)/ (a) -t\{x- aff («)+..., 

correspondentes aos valores de a representados pelos pontos d'esta área, têem um limite in- 
ferior À, e mostremos que este limite é differente de zero. 

Circumscrevendo, com eífeito, á área A um rectângulo, cujos lados sejam parallelos aos 
eixos das coordenadas e dividindo depois esta área em quatro novas áreas por meio de 
duas rectas parallelas aos lados do rectângulo e que o dividam ao meio, os valores do raio 
de convergência da série precedente, correspor dentes aos valores que toma a em uma, pelo 
menos, d'ellas, deve ter evidentemente tíuxibem para limite inferior o numero X. Represen- 
temos esta ultima área por Ai. 

Dividindo do mesmo modo Ai em quatro novas áreas, os valores do raio de convergência 
da série considerada, correspondentes aos valores de a representados pelos pontos de uma, 
pelo menos, d'estas ultimas áreas deve ter \ para limite inferior. Representamol-a por A9. 

Dividindo A2 em quatro novas áreas e continuando do mesmo modo, obtem-se uma série 
de áreas Ai, A2, A3,.. ., cada uma das quaes tem no interior a seguinte, que decrescem e 
tendem a reduzir-se a um ponto, collocado no interior de todas ellas; e vê-se portanto que 
podemos traçar uma circumferencia com o centro no referido ponto e de raio r, tão pequeno 
quanto se queira, tal que o limite inferior dos valores que toma o raio de convergência da 
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série considerada, correspondentes aos valores de a representados pelos pontos da área limi- 
tada por esta circuniferencia, seja egual a X. 

Seja agora p o numero representado pelo ponto a que vimos de nos referir, e n o valor 
do raio de convergência da série considerada, correspondente a a=p. Por meio do theorema 
demonstrado no numero anterior vê-se que é X>ri — r, suppondo que ê ri^r] e portanto 
X = ri, visto que r se pode tornar tao pequeno quanto se queira. 

Notemos, em segundo logar, que o limite superior M dos valores que toma |/(íc) | na 
área A é finito. Vê-se com eífeito primeiramente, por meio de um raciocinio análogo ao que 
vem de ser empregado para mostrar que k é diíferente de zero, que existe uma circumfe- 
rencia de centro ai e raio tão pequeno quanto se queira, tal que, na área limitada por esta 
circumferencia, o limite superior de \f(x)\ é egual a M; e, por ser contínua esta funcçao no 
ponto ai, vê-se também que os valores que toma na vesinliança d'este ponto devem diíFerir 
pouco de |/(ai)j, e que não podem porisso ter um limite superior infinito. 

Posto estes dois lemmas, seja (c) a circumferencia mencionada no enunciado do theorema 
que pretendemos demonstrar e R o seu raio. 

Por ser regular a funcçao f{x) na vesinliança do ponto a (ao qual corresponde o centro 
da circumferencia) existe uma circumferencia (ci)^ de raio oi, e com o mesmo centro, tal que 
é, em toda a área que ella limita, 

(1) fix) =f{a) + {x- a)f (a) + y (* - «) V" («)+•••, 

e basta demonstrar que é pi = R. 

Supponhamos que era pi<R. Por ser também regular a mesma funcçao na vesinliança 
do valor b de cc, correspondente a um ponto B interior a (ci), existe uma circumferencia (co), 
de centro B e raio p^, tal que é, em toda a área que ella limita, x' representando um ponto 
qualquer doesta área, 

/(a.') =/(6) + (x' - h)f' (h) + -A- (x' - bff" (6) + . . . 

Representando porém por L o máximo valor de \f(x^) \ na circumferencia de raio igual 
a \x' — b\ e centro ò, temos, applicando o theorema demonstrado no numero 48, 



1.2. .,m 



/(-)(è) 



í:c^~5h<L; 



\-' 



e portanto, representando por l um numero que satisfaça ás condições 0<Z<}l e pi + Z<R 
e por M o maior valor que toma \f{x)\ no circulo de raio egual a pi + X, 



f^') Ih) 



1.2. ..m 



Z"^ < M. 
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Notando agora que é 



n = 7n X . ú • . .11 



e applicando outra vez o theorema do numero 48 á funcçao de h 

^ n{n — 1)...(?2 — m-f-l) 



1 . 2 ... 71 X 1 . 2 ... m 



-{h — af-''>'V"f^''^ (a), 



cujo modulo é inferior a L, vem 

n(n-l)...(n--.^+l) ^ _ ^ „ _ „„ ^„. j^ 

1.2.. .71x1.2. . .7n ' ' 1^ ^ ^1 ' 



ou 



1.2. . .71X1. "2. ..771 ' ' \pi ' ' 



ò — a 



pi 



e portanto^ sommando todas as desigualdades correspondentes aos valores 

7)1 = 0, 1, 2, 3,. . .;7i, 



1 -f^^) {'n\ 117) /7 1^ / / \^ m=i 



1.2. ..n 



?W = O 



5 — a 



pi 



ou 



1.2. ..71 \^ ' pj ^-^ pi_|6_-a|' 



ou 



i/('^) {a)\ |íc — a|^ 

1.2.. .71 



<L 



pi 



P« 



Esta desigualdade mostra que a série (1) é convergente quando é 

l 



\x-a\<\h~-a\[i + -~^, 



e basta attender a que \h — a\ diífere de pi tão pouco quanto se queira, para concluir d'ella 
que aquella série é convergente no interior da circumferencia de raio igual a pi + Z. 
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Demonstrado assim que o segundo membro de (1) é convergente no interior da circum- 
ferencia de raio pi + ?, resta demonstrar que coincide com f(x) em toda esta área. 

Para isso, representemos por (f (x) e a série que entra no segundo membro de (1), e no- 
temos em primeiro logar que ó, por liypothese, (p(cc) = no circulo (ci). 

Tomando um ponto b n'este circulo, tão próximo quanto se queira da sua circumferencia, 
temos a igualdade (n.^ õO — 1/') 

mas, por b pertencer ao circulo (cj), é cp (b) = 0, cp^ (5) -= O, . . . ; logo temos cp (x) = O em todos 
os pontos da área d'este segundo circulo, que é em parte distincta da anterior. 

Continuando do mesmo modo até considerar toda a área do circulo de raio pi + 1 vê-se 
que (f(x) é nulla em toda esta área, e portanto que a igualdade (1) tem logar para todos os 
valores de x representados pelos pontos d'esta área. 

Basta agora notar que tiníramos partido das hypotheses de que pi era o raio de circulo 
no qual tinha logar a igualdade (1) e que era pi <E, para concluir que esta ultima desigual- 
dade é absurda, e que deve porisso ser pi = R. 

53. A demonstração da formula de Laurent por meio das propriedades das séries in- 
teiras foi dada por Mittag-LeíEer nas Memorias da Sociedade das Sdencías de Liege (2.^ série, 
t. xi) e no t. IV das Acta m.athematica. Para expor esta demonstração são necessárias algumas 
notas preliminares que vamos apresentar. 

Sejam x q> y duas variáveis complexas ligadas pela relação 



(1) ^ = ?(^) = -õ- 



R/ ' V íc 



onde n representa um numero inteiro positivo e R um numero positivo. E em primeiro logar 
necessário procurar qual é a área que, no plano de representação dos ?/, corresponde a uma 

T> 

área A, limitada pelas circumferencias de raio R(l + p) e — -- — , com os centros na origem 

das coordenadas, onde são representados os valores de x. Suppomos que a quantidade p é 
positiva. 

Para resolver esta questão procuremos primeiramente qual é a curva descripta pelo ponto 
correspondente a y quando o ponto correspondente a x descreve uma circumferencia de raio 
igual a R(l +^), com o centro na origem das coordenadas, l representando uma quantidade 
positiva não superior a p. Para isso basta pôr em (1) 

3/ = X + ^Y, cc = R (1 -f- ^) (cos ç + i sen cp), 
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o que dá as equações 



(2) 



l^=i 



Y = 



(1 + ^f - 



1 



(i + âf 
1 



(i+ãf 



cos ncp, 



sen Ticp, 



que determinam os pontos (X, Y) da curva pedida, fazendo variar o desde O até 2z^ e que 

mostram que esta curva é uma ellipse. 

A curva, cujas equações vimos de achar, gosa das propridades seguintes: 

1.® O seu centro coincide com a origem das coordenadas. Os seus eixos coincidem com 

os eixos díís coordenadas e são iguaes a 



(1 + 8)" + 



(1 + 8)' 



^- (1 + 8)" 



(1- 



A distancia dos focos ao centro é igual á unidade. 

2.^ A distancia de cada ponto da curva á origem das coordenadas é dada pela formula 



(3) 



X2 + Y2 = 



1 



(l+§) 



i2íi . 



1 



(1 + '^f'^ 



- 2 (cos^ n<p — sen^ ncp) 



Como a derivada de X^ + Y^ relativamente a ^ é positiva, vê-se que X'^ + Y^ cresce 
quando § cresce. Esta circumstancia faz ver que as curvas correspondentes aos diversos va- 
lores de § nao se podem cortar e que as curvas que correspondem a menores valores de ^ 
estão no interior das que correspondem a maiores valores de B. 

Pondo em (2) § = O, vêem as equações 

X = cos7icp, Y=«=0; 

logo, quando x descreve uma circumferencia de raio E com o centro na origem das coorde- 
nadas, y descreve uma recta que une os pontos ( — 1,0) e (1,0), e esta recta está pois no 
interior de todas as curvas correspondentes aos diversos valores de ^. 

Do que precede conclue-se que, quando ^ varia desde O até p, a ellipse descripta por ?/, 
correspondente á circumferencia de raio R(l -[-§), descripta por cc, varia desde o segmento 
de recta pq^ que une os pontos ( — 1,0) e (1,0), até uma ellipse determinada (E), afastando-se 
sempre da origem das coordenadas em todas as direcções. 

3.** Quando x descreve o circulo de raio -^ — r-^-, y descreve ainda a curva representada 



1+^ 



pelas equações (2). 
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Pondo, com eífeito, em (1) 



?/==X + ^Y, íc = 



R 



1+^ 



(cos Cp + i sen cp) 



vêem as equações 






1 



— h (1 + 8)" 



Y = 



1 



(l + 8> 
1 



2 L(l + â> 



,^- (1 + 8)" 



cos n'f , 



sen n'4 



Notando que a curva representada por estas equações não se altera quando se muda tp 
em — Cp, vê-se que ella coincide com a curva representada pelas equações (2). 

4." Por cada ponto do plano de representação dos y passa uma das curvas dadas pelas 
equações (2). 

Com effeito, a equação (1) dá para £c, quando y é dado, 2n valores: 



X 



= R\/2/±i//-l- 



com o 



Seja x' um cVestes valores. Quando x descreve uma circumferencia de raio 
centro na origem das coordenadas, y descreve uma das curvas representadas pelas equações 
(2), que passa pelo ponto correspondente ao valor dado sl y. Os outros valores de x devem 
ter todos módulos iguaes a \x'\^ visto que por cada ponto não pode passar mais do que uma 
das curvas representadas pelas equações (2). 

5.^ A maior e a menor distancia dos pontos da curva representada pelas equações (2) á 
origem das coordenadas podem ser obtidas procurando os valores de cp que tornam a expressão 
de X"^ + Y^, dada pela formula (3), máxima ou minima; o que dá para valor da distancia 



máxima 



(i + ã)^^ + 



1 



(i+^r 



e para valor da distancia minima 



[i+^r- 



1 



(i+^f 



Reflectindo um pouco sobre as propriedades que vimos de indicar, podemos concluir que 
ao annel circular A, collocado no plano de representarão dos Xj, comprehendido entre as cir- 
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cumferencias de raio R (1 + p) ^ ^^j — r — '^ ^ ^^^ ^ centro na origem das coordenadas^ corresponde 

no jplano de representação dos y uma sujperficie B limitada jpor uma curva fechada composta 
de um só ramo e tendo no interior os pontos y=0 e y= -^1. 

54. A demonstração, dada por Mittag-Leffler, do theorema de Laurent funda-se ainda 
n'uni lemma demonstrado por Weierstrass na sua bella e importante memoria sobre a theoria 
das funcçoes inteiras (*), que vamos estabelecer. 

Seja f(x) uma funcção de x monogenea, uniforme e regular na área A, limitada pelas 

•D 

circumferencias de raio R (1 -{- p) e -r—, — •> com o centro na origem das coordenadas. 

' 1 + p 



Pondo ainda 



, , 1 






a cada valor de y correspondem 2n valores {x\^x^^, . .jX<^^ para x^ e entre estes valores só 
existem alguns igaaes quando é ^=+1. Ror meio d'estes valores podemos formar 2 ?i fun- 
cçoes Fo, Fij . . . , Y%i _ 1 de y taes que a igualdade 

(5) '^'t~'Y,x^^f{x) 

seja satisfeita quando a x se dão os valores Xi^x^^. . -;íC2w Para isso basta notar que, em 
virtude da formula de interpolação de Lagrange, temos, quando as raízes x\^x%^. . . ,.X2^ são 
todas diíferentes, isto é, quando y é dlíferente de + 1 e — 1, 

J(X)~ _- TT/, ^ • „_„ ' [X — Xl,...,Xi„) 

onde 

II (cc) = {x — Xi)^.,{x — ÍC2,0 = x^"" — 2yR^ cc^ + R2^^, 

e que temos também 

ii[X) _ X X, .2yn»- ^ = íc2«-i + a;„a;2«-2 + ... + cc„2«-i_23/R»aj/-i. 






(1) Ahhandlungen der Kõnigl. AJcademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876. Uma traducçâo franceza 
d'esta memoria foi publicada nos Annales de VÉcole Normale Supérieure de Paris (2.» série, t. viii). 
J 



Hosted by 



Google 



74 



Logo, para ser satisfeita a igualdade (5) pelos valores í6'i,íC2,. . -^xtn que correspondem 
a valores de y differentes de +1, basta por 






X, 



?''-'f{^v) ^ T,/v''' x/-^f(x;) 






onde íci^c^âv • m^^w sao os valores de íc dados pela igualdade 



e onde é 

ir {x,) = 2nx;' ~ 1 (x/ — ?/R'0 . 

Posto isto, vamos agora mostrar que as funcções de y representadas por Fo, Fj , . . . , Fa^ _ i 
são todas regulares na área B. 

Seja h um dos valores dados a 3/, representado por um dos pontos da área B, e sup- 
ponhamos em primeiro logar que h é diíFerente de + 1- 

Escrevendo a relação entre x e y debaixo da forma 



x==^U}^(y--b) + b±\/{y-bf+2b(y-b) + b^'^-l 
e agplioando os theoremas demonstrados no numero 50, vê-se em primeiro logar que o radical 



^{y~bf+2b{y~-b) + b^^-l 

é regular na vesinhança do ponto 6, e em seguida que as quantidades Xy são regulares na 
vesinhança do mesmo ponto. 

A funcção f(xy) ê também regular (numero 50 — 4.^) na vesinhança do ponto consi- 
derado. 

Basta agora attender a que as expressões de Fo,Fi.. . .,F2n_i são compostas de som- 
mas, productos e quocientes de funcções regulares na veiinbança do ponto b e que IF (xy) só 
é nuUa quando 6 = + 1, para concluir que estas funcções são regulares (numero 50) na ve- 
sinhança do ponto h considerado. 
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Supponhamos agora que é 6=1. As expressões de Fo, Fi,. . .jFsri — i são compostas de 
parcellas da forma 



Temos primeiramente, na vesinhança do ponto ?/= 1, 

V^^;^^ = (2/-l)^ [1 + 1(^-1)+... ]=(3/-l)^P(^-l), 

P(y — 1) representando um desenvolvimento ordenado segundo as potencias inteiras e posi- 
tivas àe y — 1 . 

Temos depois, na vesinhança do mesmo ponto, 

x^E[t,-l + l±iy-lfP(y--l)f, 

e, pondo (y — l)-=í e representando por A^ o coeffieiente do termo de ordem m-[-l no 
desenvolvimento doeste binómio, 



1- E A.,n{t^ ±'tFp) 
m = 1 

o segundo membro d'esta igualdade pode ser desenvolvido segundo as potencias de t 
(numero 49), e temos portanto um resultado da forma 

m = oc m =-= oc 

m = o wi = o 

Em virtude doesta igualdade e dos theoremas demonstrados no numero 50, vê-se que 
^ {xy) é da forma 

m = 00 m = 00 

m = O wi = O 



OU 



m = O m = O 

Basta agora attender a que cada um dos signaes que affectam a segunda das séries, que 
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entram nesta formula, corresponde a uma raiz da equação çp(cc) — y = ^, P^ra concluir que os 
termos dependentes de (?/ — 1)- devem desapparecer na somma S cj) (x^^ e que deve ser 

V = i 
V = %n w = 00 

S (}>(*,)= E D,„(?/-lf'. 

Vê-se pois que as expressões de Fo^Fi,. . ,^'¥^2n-i sao ainda regulares na vesinhança do 
ponto 3/= 1. 

Do mesmo modo se mostra que estas expressões são regulares na vesinhança do ponto 
2/ = -l. 

As funcçoes Fo, Fi,. . .,F2w-i foram determinadas de modo que, para cada valor dado 
a y^ os valores correspondentes de x^ dados pela equação (1), satisfaçam á equação (5). Pondo 
pois ?/ = çp(íc) n'esta equação, temos o theorema seguinte: 

A igualdade 

V = 2 w — 1 

é satisfeita por todos os valores de x representados pelos pontos da área A. As funcçoes de y 
representadas por Fo,Fi,. . ., que entram nesta igualdade^ são regulares na área B. 

Deve observar-se que, para estabelecer esta igualdade, excluiram-se os valores de x cor- 
respondentes a?/=lea?/ = — 1. Basta porém attender a que os seus dois primeiros mem- 
bros admittem (numero õl) derivadas finitas n'estes pontos, e a que portanto são continuas, 
para concluir que ella ainda tem logar para estes valores de x. 

55. Fundado nas proposições que vimos de demonstrar nos dois números anteriores, 
obteve Mittag-Leffler o theorema de Laurent do modo seguinte. 

Supponhamos que f{x) representa uma funcção monogenea, uniforme e regular na área 
limitada por duas circumferencias de raio E^ e E'^ e seja E um numero compreliendido entre 
E^ e E'^ 

Representando por h uma quantidade positiva arbitraria, podemos dar a p um valor tão 
pequeno e depois a n um valor tão grande que seja 

R(l + p)<E", T^>R', 



(I + P)'- ^ 



(l + p)« 



>1+Ã. 



Viu-se no numero anterior que as funcç5es Fo (3/), Fj (?/), . . . , Fa» _ j (y) são regulares na 
área B, correspondente aos valores de x representados pelos pontos do annel comprehendido 
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entre as cireumferencias de raio R(l + p) ^ "-TT — ' ^^^ ^^ centros na origem das coorde- 
nadas. Como porém o primeiro membro da ultima desigualdade representa o minimo valor 
da distancia dos pontos da curva, que limita B, á origem das coordenadas, vê-se que esta 
área contém no interior o circulo de raio 1 + A- Logo temos, para os valores de y represen- 
tados pelos pontos d'este circulo (numero 52), 



(^') , 



.(^). 



F,(2/)^A;^^ + Af^2/ + A;^^./2 + ... 



Por outra parte, dando a s um valor positivo sufficientemente pequeno para que seja 



(1+3^^- 



1 



(1 + sfJ 



<l + h, 



e notando que o primeiro membro doesta desigualdade representa o máximo valor da distancia 
da origem das coordenadas aos pontos da curva que limita a área Bi, correspondente ao 

annel Ai, limitado pelas cireumferencias de raio E(l + £) e i "~? ^^^ ^ centro na origem 

das coordenadas, vê-se que os módulos das quantidades representadas pelos pontos da área 
Bi são menores do que l^h. 
A série 



'^-";(^)...^_l^v^ 



(v) 






í^ = o 



u. = 



é portanto (numero 47) uniformemente convergente na área Ai, e temos, para os valores de 
X representados pelos pontos d'esta área (numero 49), 






m = — 00 



Sommando agora todos os desenvolvimentos doesta forma, que correspondem aos diversos 
termos da somma 



t; = 2 W — 1 

/(a;)= S F,(7/)x<', 



v = 



obtem-se um resultado da forma 



(6) 



/(£c)= S A„.r«, 



m == — 3o 
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que tem logar para todos os valores de x representados pelos pontos da área Ai. Basta agora 
fazer variar R desde R^ até R'' para concluir que a formula (6) Um logai' para todos os va- 
lores de X repises enfados pelos pontos da área limitada pelas cirçumferencias de raio R^ e R^', 
com o centro na origem das coordenadas, 

A formula (6) é a formula de Laurent^ que pretendíamos obter. 

Applicando a formula (6) á funcção fix-^a) e mudando no resultado x em x — a, 
obtem-se o desenvolvimento 



f{x)== S Ã^{x-aY, 



m = — 010 



que tem logar para todos os valores de x representados pelos pontos do annel comprehendido 
entre as cirçumferencias de raio R^ e W, com o centro no ponto correspondente a a. 

56. O methodo que vimos de dar nao é próprio para o calculo dos coefficientes do 
desenvolvimento. Estabelecida porém a possibilidade do desenvolvimento, é fácil obter a ex- 
pressão dos coefficientes por meio de integraes definidos. 

Multiplicando, com eífeito, os dois membros da igualdade anterior por (íc — a)-^^, obtem-se 
um resultado da forma 

(x-~a)-'^f{x)===An + ^A,n(x-af^, 

onde m é difíerente de 7i. Pondo agora x — a = Re*^, R representando uma quantidade qual- 
quer comprehendida entre R^ e R", e integrando os dois membros da igualdade entre os 
limites O e 2::, vem a formula 

já obtida no numero 32. 
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CAPITULO VI 



Série cie Biir^mann. Serie dLe Lagraiage. 
<3i^eiier*allzaoão da sér*ie de E^ii-nixanrL 



57. Passemos agora a tratar do desenvolvimento de f{x) em série ordenada segundo 
as potencias inteiras e positivas de uma funcçâo dada d {x)^ isto é, em série da forma 

Ao + Ai 6 (x) + A2 <92 (x) + . . . + A,, d^' (íc) + . . . , 

procurando as condições para que este desenvolvimento tenha logar e o valor dos coefficien- 
tes Ao, Al, A-2,- . • 

Supponhamos que as funcçoes /(2) e ^{z) são synecticas na área A limitada por um único 
contorno fechado S^ que 6 {£) admitte nm único zero no interior d'este contorno e que, de- 
signando por X um valor representado por um ponto do interior da área A e por a o valor 
que torna nulla esta funcção e pondo f){z) = [z — a)%{z), a desigualdade 

ou 

\x — a\ \%(x)\<\z — a\ I B (2) I 

é satisfeita por todos os valores de z que correspondem aos pontos do contorno S. 
N'este caso a equação 

e(2)-e(cc) = o 

tem uma única raiz z = x no interior do contorno S. Com eflfeito, o numero d'estas raízes é 
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dado pelo integral (numero 31) 



1 f O' {z) dz 
2ítJs e{z) — 6{x)' 



ou, desenvolvendo-o em série, 



2i% 



6' (z) dz 

s H^) 



>{x) 



6' (z) dz 



mas o primeiro termo d'esta série é igual á unidade, visto representar as raízes da equação 
Q(z) = comprehendidas na área A, e os outros são nullos, por ser, pondo z ■= çé^'\ 



e'(z)dz _ 
s ¥ (2) ~ " ' [ín— 1)6^^-1(2;)] 



27U 



= 0; 



logo é u=l. 

Posto isto, consideremos o integral 



"=^i 



1 /" f(z)e'(z)dz 

s 6{z)-e(x)- 



Como o denominador da funcção integrada é nuilo quando z = a; e este zero é o único 
que este denominador tem na área A, temos (numero 28 — 1."), representando por C uma 
circumferencia cujo centro seja o ponto x e cujo raio seja igual ao raio do circulo de con- 
vergência da série 

6(z)-6 (x) - (s - x) 6' (.r) + ^ (^ " ^') ^" («) + •••; 
1 í f(z)d'(z)dz 



U = 



2 '■'^ / c (z - x^ [d' (.!•) + 4- (2 - ^■) 6" (x) + ...] 



mas (numero 28 — 2.^) 



logo 



11 = ^ í í^^^^ /W; 

"^''^ } c(z-x)[6' (x) + -^{z-x) 6" (x) + . . .] 



f(x): 



1 r f(z)6'(z)dz 



2ÍT.Js 6{z) — e{x) 
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Se attendermos agora a que, por ser \6 {x)\<\6{z)\, tem logar o desenvolvimento em 
série 



1 



1 , d(x) 



e{z)—6{x) e{z) ' 6'^{z) 



, 6^(x)_ 



(^) 



ve-se que e 



fi^^^MIZ-m^^^H 






. + e"(a;)/" 



f{z)6'iz)dz 
6" + ^{z) 



Para determinar os integraes que entram n'este desenvolvimento, notemos que a integra- 
ção por partes dá, quando n > O, 



f(z)d'{z)ãz ^ f(z) , 1 f f(z)dz ^ 
6^' + ^ (z) nd'' {z)~^ n J 6^ (z) ' 



e portanto temos (numero 29) 



/ (z) d' {z) dz _^r f(z) ãz _ J_ r f{^)dz 2i% ã^^-í 

s'~~Õ^^+Uzj~~"n'Js 6''{zj~~~~~njs {z — ay'Q''{zj~~ 1.2...n dà''-^ 



B'' {a) 



Logo temos a formula 



f(x)=f(a) + 6(x) 






9'^(^) d^-^ r/(a) 



1.2. . .n dá^-^ [ e^^(a) 



devida a Búrmann, que a apresentou em 1796 á Academia das Sciencias de Paris. 



58. Pondo na formula precedente 



){x) = t, 



t representando um numero dado tal que seja | iÇ | < | 6 (2;) |, quando z descreve o contorno S, 
esta formula dá o desenvolvimento em série, ordenada segundo as potencias de í, da funcçao 
f{x) da única raiz d'esta equação que, como vimos no principio do numero 57, existe no in- 
terior de S. 

59. A formula de Bíirmann contem como caso particular a formula de Taylor. Pondo, 
com eífeito, n'ella d(z) = z — a e tomando para o contorno S da integração uma circumfe- 

K 
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rencia de raio R e centro a, limitando uma área na qual a funcçao f(x) seja synectica, temos, 
para todos os pontos x do interior da área e todos os pontos z da circumferencia que a limita, 
\x — a\<^\z — a\\ a formula de Búrmann é pois applicavel e dá 



/(■*) =/(«) + (^ - «)/ («) + 4 (^ - «)V" («) + • 



60. Pondo na formula de Búrmann 



e(.) = 



z — a 

oiz) ' 



cp(^) representando uma funcçao synectica na área A e tal que seja, para todos os pontos z 
do contorno d'esta área, 



x — a 


< 


z — a 


?(^) 



vem a formula de Lagrange 



/(-)-/(-) + 4^/(-)?(-)+Í^^'^^^^^^^^^^^ 



1 {x — aY c^-i[/(a)(p^(a)] 

' * "" 1.2.. .n cp^^ (íT) 50^^"^=^^ ' 



aa 



Pondo n^esta formula 



X — a 



vem a seguinte: 



/. / N /» / N , ^, / X / N , 1 c d\ f (a)^'^ (aV\ 



da 



i ,, dn-^[f{a)on^a)^ 



1.2. ..7Z 



c/a^^ - 1 



que determina a funcçao /(^) da raiz x da equação 



x^ a-\-t'^{x)^ 
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que existe no interior do contorno S, quando para todos os pontos z do contorno tem logar 
a desigualdade 



'^ < 



z — a 



No qne precede tirou-se a formula de Lagrange da formula de Burmann. Esta ultima 
formula não é todavia mais geral do que a 23rimeira. Pondo, com effeito, 



'f (2) = 



0{z) 



na formula de Lagrange vem immediatamente a de Burmann. 

A" formula de Lagrange foi peia primeira vez publicada pelo grande geometra n'uma me- 
inoria apresentada á Academia das S ciências de Berlin (Nouvelle méthode j^our résoudre les 
éqiiationíi Utér ales par le moyen ães séries^ 1770; Oeiívres^ t. iii) a qual foi pouco tempo de- 
pois seguida de outra sobre a applicaçao d'esta formula á resolução de algumas equações que 
apparecem em Meclianica celeste. A demonstração de Lagrange é fundada em considerações 
algébricas e nos desenvolvimentos em série de algumas funcções elementares. Laplace na sua 
Mechanica celeste obteve esta formula de uma maneira mais simples, deduzindo-a directamente 
da série de Maclaurin. Nenhum doestes geómetras deu todavia as condições para que a série 
seja applicavel. O primeiro geometra que estudou a questão da convergência da série de La- 
grange foi Caucliy, que applicou a esta série os methodos que tao bom resultado lhe tinham 
dado quando applicados á série de Taylor. Os resultados a que chegou dao logar a diííicul- 
dades; abriram todavia a Eouclié o caminho para a resolução definitiva d'esta questão [Jour- 
nal de VEcole Polytechnique de Paris^ cad. 39), o qual coincide, á parte as notações, com o 
que foi empregado no numero 57 para deduzir a série de Burmann. 

61o Para terminar o que temos a dizer sobre a formula de Burmann, vamos fazer 
applicaçao d'esta formula ao desenvolvimento das funcções em série ordenada segundo as 
potencias de sen^r. 

Temos de pôr n'este caso d{x) = ^enx e de procurar um contorno tal que seja, para 
todos os valores de x representados por pontos do interior d'este contorno, 

I sen x\<i\ sen z |, 

z representando um ponto qualquer do contorno. 

Para resolver esta questão, vamos estudar as curvas definidas pela equação 
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c representando uma constante, ou, pondo z = Xi^iy^^ 



(1) + \/ sen"^ Xi cos'^ iyi — cos"^ Xi sen- iy{ = c, 

onde sen^^^/.i e cos^ iyi sao quantidades reaes dadas pelas formulas 



sen- 13/1=— ^r , cos-i?/i 



2 / ' «^^ \ 2 

Como o valor do primeiro membro d'esta equação nao muda quando se muda X{ em 
Xi-^-ií^ vê-se que yi é uma funcção periódica de xi^ cujo período é igual a tt; basta por- 
tanto considerar o ramo da curva que corresponde aos valores de Xi comprehendidos entre 

Vê-se também que a curva ó symetrica relativamente aos eixos das coordenadadas ; pode- 
mos portanto considerar somente, para a discussão da curva, os valores de xi e ?/i que são 
positivos. 

Posto isto, supponliamos primeiramente c^l. 

Vê-se immediatamente, pondo na equação xi = O, que o ramo considerado da curva 
corta o eixo das ordenadas no ponto cuja ordenada é igual a log (c-f i/ c^ + 1). Vê-se tam- 
bém, pondo ?/i = 0, que a curva corta o eixo das abscissas no ponto cuja abscissa ó igual a 
are sen c. 

Resolvendo a equação (1) relativamente a cos-z?/i, vem 



cos^ iyi = c^ + COS" x\ , 



e portanto 



e-2/i-f e^/i 



^— — ■ = + Vct+ cos^ cci. 



6^2/1 q: i/c"2_^cos2 x[ e^« + 1 = 0. 



Esta equação dá 



e portanto 



evi = + yc^ -{- cos^ xi ^ \ c^ — sen^ íci. 



2/1 



= log[+ V^c^ + cos^íí?! + V^c'^ — sen^íc.]]. 
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Esta igualdade faz ver, em primeiro logar, que yi é imaginário quando íci>arcsenc. 
Para cada valor de cci, inferior a are sen c, a mesma igualdade dá para y{ dois valores reaes 
e dois valores imaginários. Dos dois valores reaes deve-se aproveitar aquelle que, para 
Xi = O, dá 



^l==:l0g(C+i/c2+l), 

isto é o valor 



(2) T/i == log [/c^ + cos^ X[ + V^c^ — sen'^ x\] ; 

o outro corresponde á equação 



— V sen^ x\ cos- lyi — cos'^ xi sen'^ iyi = c. 

Obtêem-se por meio da igualdade (2) todos os pontos da curva comprehendidos entre os 
pontos cujas abscissas sao O e are sen c, e vê-se que yi cresce desde O até log(c-(- v ^2 + 1) 
quando xi diminue desde are sen c até 0. 

A equação 

, sen 2x{ 

Vi 



^ í sen 2 iyi 

dá as tangentes á curva e faz ver que as tangentes nas extremidades dos eixos sao perpen- 
diculares a estes eixos. Para tirar esta conclusão deve-se observar que a quantidade isen2i^i 
é real. 

A eliminação de 3/1 entre a equação 

cos 2 iyi == 2 c^ + cos 2 Xi , 

que resulta de (1), e a equação 

sen^ 2xi cos 2i?/i = cos 2íri sen^ 2i?/i, 

que resulta de formar y'l e pôr depois y'l = O, leva á equação 



cos 2X{ == — cr i2 V^c^ — 1, 

a qual mostra que não existem pontos de inflexão quando c^l. 

Vê-se pois que cada uma das curvas representadas pela equação | sen2| = c ó composta, 
quando c^l, de um numero infinito de ovaes iguaes, cujos centros correspondem ás raizes 
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da equação seníc = e cujos eixos são iguaes a 2arcsenc e 2 log(c-r- |/c- + 1)? o primeira 
eixo coincidindo com o eixo das abscissas e o segundo sendo parallelo ao eixo das ordenadas. 

Vê'Se facilmente que, se for c>l, as curvas representadas pela equação |sen2;| = c não 
cortam o eixo das abscissas e não podem porisso dar logar a contornos fechados contendo no 
interior os pontos que correspondem ás raizes da equação sencc=^0. 

Quando c varia desde 1 até O, as ovaes representadas pela equação | sen ^ j = c variam de 
tal modo que aquella que corresponde a menor valor de c é interior áquella que corresponde 
a maior valor de c, e diminuem continuamente até se reduzirem a um ponto. Estas curvas 
resolvem a questão proposta, isto é, cada uma d'ellas limita uma área tal que 

I senx I < I sen^l, 

z representando um ponto qualquer do contorno e x um ponto qualquer do interior. 

Seja pois f(z) uma funcção synectica na área A, limitada por uma oval cuja equação seja 
jsen2J = c. A formula de BLlrmann ó n'este caso applicavel e temos 

f(x) =/(0) -f- Al sen x -j- Ag sen^ x -[- . . . , 

onde Ai, Ag,. . . são quantidades constantes, que podem ser determinadas por meio dos inte- 
graes 



An 



ou por meio da expressão 



1 f f {z) cos zdz _ 1 f f (z) dz 



2ít.Jq sen^^ + '^ 2nÍT. j ^ sen'^ 2 ' 



A.= 



1 d''_Z^^ 

1.2. T7n '2õc^~~^ 



x^^f {x) 



sen'^ X 



onde, depois de efiectuadas as derivações indicadas, se deve substituir x por aquella, a, da& 
raizes da equação sení:c = que corresponde ao centro da oval considerada. 

62. Consideremos, por exemplo, a funcção 

f {x) = sen kxj , 

k representando um numero qualquer, real ou imaginário, e ponha-se a = 0. 
Teremos 

k C coskzdz , ^. 

zoiízjs sen" 2 ' ' ' 
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Mas 

' cos kzdz í cos kzdz f cos kz còs"^ zdz 



e, integrando por partes o ultimo termo do segundo membro, 

Goskzdz f cos kzdz . í aoskzcosz 



T^ + 



sen'^ z J sen" "^ ^ :^ ' J (n + 1) sen'' -^ '^ z 
k f sen /o^ cos zdz , 1 T cos kz sen 2(^3 



?i + 1 J sen'^ + ^ z n -f- i 

ouj integrando por partes o penúltimo termo do segando membro, 

^ cos kzdz r cos kzdz , cos kz cos z 



sen" z J sen" + ^ ^ (?i + 1) sen'* -^ ^ 2 
/í: sen^s , k"^ f cos kzdz , 1 í cos kzdz 



72 + 1 ' ^ sen" z 7i(n-^l) J sen'* ^ 7^ + 1 J sen'* z 

Portanto 



r cos kzdz Ç cos /{;3(Í3 7^:^ /' cos kzdz , 1 T ^*os kzdz 

Js sen'*z j s sen'* "^ '-^ :^ 7^(?^ + ljjs sen'* 2 7z + ljs sen'* 2 ' 



ou 

cos kzdz n^ — k"^ f cos kzdz 



Is sen" + '^2 9i(?2 + ljjs sen" 2 
Temos pois a igualdade 

A analyse que precede nao tem logar quando é n = 0. Vamos porém mostrar que a for- 
mula a que chegámos ainda tem logar n'este caso. 
Por ser 

. 1 f sen kz cos zdz 
Ao -7.-.--/ — , 

2,1% Js sen 2 
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sen kz cos zdz cos kz cos z 1 Ç cos kzdz 



sen 2 



k^QYíZ k / sen'^2 ' 



temos, com eíFeito, 



e portanto 



1 r coskzdz 



2A:^7l /s sen^2 



:¥^^^^ 



k'' 



A2: 



2 



Ao. 



Posto isto, da igualdade (a) tira-se, quando n é par, notando que Ao é igual a zero, 

A, = 0. 
Por ser (numero 28 — 2.^) 



. k f cos kzdz k f z cos kzdz 

2itlJ s sen 2 2i% ) s ^senz 



a mesma igualdade dá, quando n é impar. 



1 . 2 . . . (?Z + 2) 



Logo, se X representar um ponto da oval cujo centro é a origem das coordenadas e cuja 
equação é | sen 2 | == 1, temos 



sen kx = k 






Do mesmo modo se aclia, no caso da funcção cosZ^^ít, 



cos kx = l — sen- x -\ sen* x - 

Z JL . Z . t) . 4: 



Estas formulas sáo devidas a Eulei\ 
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63. Os coefficientes do desenvolvimento da fancção f{x) em série ordenada segundo as 
potencias de uma funcção Q[x) podem ser expressos ainda por meio de determinantes, como 
fez ver Wronshi, 

Seja 

/(í«)=/(a) + Ai6(í^) + A2e2(í«) + ... + A,6'^(^)+... 

e ^{x)=^(x — a)Q(cc). Teremos, derivando esta série, pondo depois x^a q notando que as 
derivadas de ordem n das potencias de 0{x)^ superiores a ?i, são nullas quando cc = a, 



f{a)==M 



cie (a) 
da 



f^a)^A.,-^^-i?- + Aj''^ 



/'"(«) = Al 



da? 
ã^d (a 



da^ 






P^){a) = A, 



cM (a) 
dà>~ 



d'd^ (a) 
d^~ 



d,^'d^' (a) 



Estas formulas dao Ai, A^, A3,. . ., expressos por meio de determinantes que nos dispen- 
samos de escrever. 

Wronski considerou mesmo a questão do desenvolvimento das funcçoes em série da forma 

a\ di (x) + <^Í2 0^2 (x) + «3 63 (x) + . . . 

Oí{og)j 6>(x). . . sendo funcçoes dadas. O resultado a que, a este respeito, chegou foi moder- 
namente demonstrado por Ch. Lagrange, astrónomo do Observatório de Bruxellas, de um 
modo muito simples [Comptes-rendus de VAcadémie des Sciences de Paris^ 1884). 

Sejam /(2), di (z), 62 (2),. . . funcçoes synecticas na área limitada por um contorno S e íí? 
e a dois pontos do interior d'esta área. O determinante 



Fix)- 



f(^) 


di(x) 


... e„ (x) 


/(«) 


Oi (a) 


... 6„ (a) 


/(«) 


Oii^) 


... e„(a) 



/('^-i^ (a) 6^1'-^^ (a) ... 6^^-^^ (a) 



é nuUo, assim como as suas n — 1 primeiras derivadas relativamente a a?, quando íc = a ; 
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logo, applicando á funcção F (x) a formula de Taylor e o theorema de Caucliy (numero 30), 
temos 



F(x)^ ' ' ^ ^ ^ 



2{t.Js (z — ay{z — x) * 

Esta igualdade dá, desenvolvendo o determinante F (x) segundo os termos da primeira 
linha, 

Ao/(x) = Al e, (X) - A, 6, («.) + ... ± A„ e„ (x) + -l^j^^^IM^, 

onde Ao, AijAâ,... representam os determinantes menores que se obtêem supprimindo no 
anterior a primeira linha e successivamente a 1.^,2.^,3.^,. - . columna. 

N'esta formula, que conduz á série a que Wronski deu o nome de lei sujorema^ entram 
os determinantes Ao, Aj, A^,. . . e F(z), que são compostos de um numero de columnas que 
tende para o infinito quando n tende para o infinito; porisso é de uma applicação tão difficil 
que (fora do caso já considerado de di{x), 0^2 (x)^. , . representarem potencias de uma mesma 
funcção) não tem servido nem parece poder servir para desenvolver funcção alguma ein 
série . 

64. Terminaremos o que temos a dizer sobre o desenvolvimento das funcçoes em série 
apresentando uma formula que dá o desenvolvimento de f(x) em série ordenada segundo as 
potencias inteiras, positivas e negativas, de uma funcção d (cc), quando f(x) é synectica so- 
mente n'um annel limitado por duas curvas S e s e x representa um ponto do interior d''este 
annel. 

Seja S o contorno exterior e s o contorno interior do annel, seja a um numero complexo 
representado por um ponto do interior da área limitada por s e supponhamos que, para todos 
os pontos do contorno S, é 

\d{x)\<\6{z)\ 
e que, para todos os pontos do contorno 5, é 

\d{x)\>\d{z)\. 

A equação 6(z) — d(x) = tem (numero 57) uma só raiz z = x no interior do contorno S, 
e o theorema de Cauchy demonstrado no numero 28 — 1.^ dá 

f(z) & (z) dz f fiz) d' (z) dz . f f(z) & iz) dz 



s diz)- d ix) j, d{z) — d{x) ^ J^ d{z)--d (X) ' 
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c representando uma circumferencia descripta do ponto íc como centro com um raio sufficien- 
temente pequeno para ficar no interior do annel 
Temos porém (numero 28 — 2.^) 



f{z)d'{z)dz 



2i%J, d(z)-6(w) 2ky^ (^_^)^Q,(^)^ 1 ^^_^^g„(^)^___j 



f(z)6'(z)dz 



=/(^)- 



Logo 



f^^^^MÍM 



f(z)d'(z)ãz ffiz)d'{z)ch 



)-dix) 



^{z)~0{m) 



O primeiro integral já foi considerado no numero Õ7 e dá 



1 f f{z)d'(z)dz 



2izjs 0[z) — d{x) :íi% 



fiz)6'{z)dz f f{z)d'(z)dz 

U s Hz) + ^'^y s '~~Wz) 



9'^ (.r) 



f(z) d' (z) dz 
¥'+~\z) 



Para desenvolver o segundo integral em série^ notemos que, por ser, em todos os pontos 
da curva s^ o modulo de d {z) menor que o modulo de Q{x)^ temos 



1 



d{z) — d {x) 



1 



}(z) 



0"(z)\ 



K'^) 



9'^ (x) ■ 



e portanto 



f(z)d'(z)ãz 



1 



9^{x) 



d{z) — 6 (x) e {X) 

1 



f{z)6(z)e'(z)ãz 



6" (£») 



f(z)6'(z)ãz 
f{z)6'^-í(z)6'{z)dz- 



Logo temos a formula 



x) = 


= Ao- 


-FAií 


K«)+A2 




, 


Bd 


B, 




' 


6{x) 


' d^x) 



^H- 



Bn 



0''{x) 
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onde 

A 



1 r f(z)e'{z)dz 






Esta formula contém a formula de Btirmann, que corresponde ao caso de a funcção f(z) 
ser synectica na área limitada por s. N'este caso, com effeito, o integral que entra na ex- 
pressão de B,^ é (numero 28) nuUo. 

Pondo 

d{z) = z — a 

e tomando para contornos Ses duas circumferencias de raios R e r e de centro a, é 
\z — a\<,\x — a\ para todos os pontos z da circumferencia interior, e \z — a|>|íz? — a\ para 
todos os pontos z da circumferencia exterior. A formula anterior é pois applicavel e dá a 



f{x) = Áo + Ai(x-a) + ... + An(x~ay+... 

^ x—a^(x — af^"' ' {x — a)'' ' "*' 
onde 

Bn = -^í f{z){z-ay-'dz, 

isto é, a formula de Laurent já considerada nos números 32 e 55. 

65. Os integraes que entram na formula geral, que vimos de apresentar, podem ser 
expressos por meio dos coefíi cientes do desenvolvimento obtido pela formula de Laurent, no 
caso de a funcção f{x) admittir, na área limitada pelo contorno interior s, somente um nu- 
mero limitado de pontos singulares em que deixe de ser synectica. 

Sejam com effeito, &i, ès, . . ., 5mv • -•, h: estes pontos, ci, cg,. . ., c/^, c circumferencias 
cujos centros sejam os pontos representados por 6i, èâ? . . ., ^a;? « ^ cujos raios sejam assaz 
pequenos para que a área limitada por cada uma d'ellas não contenha outro d'estes pontos, 
além do centro. 
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Temos, em virtude do theorema de Cauehy demonstrado no numero 28 — 1.°, 



, _ 1 ff(2)d'(z)ãz 1 ffiz)ãz 

2\n — "õ"^ 



1 C f{z)dr 1 íf{z)dz 



i 2mV.J,^^ ô«(2) 2mxj, d^ {z) 



Mas, representando por a um qualquer dos pontos &i, 62,. . ., 5^-, tem logar, na vesinhança 
do ponto a, o desenvolvimento (em virtude do theorema de Laurent) 



(A) /(2)==Mo + Mi(.2-a) + M2(^-a)2 + . 



N,j. , N2 



;2 — cc ' (2— a)2 {z — aY **'' 



e portanto o desenvolvimento 



/(^) = Mi+2M2(0-a)+.. 



Ni 



2N2 3N3 



{z — af \z — af (Z — af 



Substituindo esta série em logar de /' (z) na expressão de A^^, vê-se que as k primeiras par- 
cellas doesta expressão podem ser decompostas n'uma somma de parcellas da forma 



1 



dz 



2mTj,^J'n^z){z-hjr 



que são nuUas (numero 28) quando p <^ O, e que são iguaes a (numero 29) 



1.2...(p-l). 



d^- 



1 



dx?-' \0H^) 






quando P > 0. 

Por ser d(x)==(x — a) O (cc), vê-se que a ultima das parcellas que entra na expressão de 
An é igual a (numero 29) 



1.2...(7i— l)n 



ã^'-^ (f(x) 



dx''-^ \0^ (cc) 



quando a é difFe rente de hi^l%^> . .,?»/, 
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A analyse que precede não é applicavel quando « = 0. Para calcular Ao pode-se porém 
recorrer á formula 



Ao = 



1 ff{z)d'{z)ãz 1 



2hjs Hz) 



2 ir. 



^. [ f(z)6'(z)dz r f{z)e'(z)dz 

™Íjo,„ 6{z) "^7. 6{z) 



Substituindo nas k primeiras parcellas do segundo membro f{z) pelo seu desenvolvimento, 
dado pela formula (A), faz-se depender cada uma d'ellas de outras da forma 



1 



6' (z) dz 



6iz){z-b^)? 



que são nuUas quando |B<;0 e que são eguaes a 



1 2...(P-1) 



:ZP-' 



di^ 



yfa) 



X=by,, 



quando P>0. E, por ser d {z)==(z — a)d (z)^ vê-se que a ultima é dada pela formula 



fiz) 6' (z) dz f fiz) d' iz) dz f fiz)dz 



1(3) 



Qiz) 



quando a ó differente de 6j, h^^ . . . , è/^i 

A analyse que precede deve também ser modificada quando a coincide com um ponto 
singular, bk por exemplo, de/(^). Temos então 



^ ^ 1 /• f(z)dz , 1 ffiz)dz 



,1 27iÍT.Jc,,^ dUz) ' 2mrjc 6» iz) 



, in>0) 



Ao = 



2 ir. 



'^-1 f fiz)d'iz)dz f fíz)6'iz)dz 
« = J.„ d(z) ^J, diz) 



N'este caso o ultimo termo da expressão A,; pode ser decomposto em parcellas da forma 



dz 



2nÍTj^ e''(z)(2-a)l 
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cujo valor é 



1.2...(n+p-l)n [dx^^ 



5-1 



1 



quando p>0 e que são nullas quando P<0; e o ultimo termo da expressão de Ao pode ser 
decomposto em parcellas da forma 

ir e' {z) dz 1 r ãz 



cujos valores são eguaes a 



1 



1.2. ..(P-1) 



d?-^ /0'fcc) 



c?£cP-' \0(a3j 



. = ; 1.2. ..(p-1) 



-/'P -">(«), 



quando p > O, e que são nullos quando P < 0. 
Para os coefíicientes B^ temos do mesmo modo 



e os integraes que entram no segundo membro reduzem-se, como no caso anterior, a inte- 
graes da forma 

l f d^ {z) dz 



quando a não é ponto singular de /(s), e a integraes d'esta forma e a outros da forma 

1 /• 9" (s) dz 

quando a é um ponto singular de/(z). Estes integraes são nullos quando p^O e são iguaes a 



1 



1.2. ..(P-1). 



dj~' j.=^; i.2...(p-i)« 



(?P-'0"(a)) 



dJ'~^ 



quando ,B > 0. 



Hosted by 



Google 



96 



Para determinar os coefficientes do desenvolvimento (A) (ou, o que é o mesmo, os inte- 
graes de que elles dependem segundo a formula de Laurent), quando o numero de parcellas 
fraccionarias que n'elle entram é infinito, não existe regra geral. No caso (o mais importante 
nas applicaçoes) de o numero d'estas parcellas ser finito, isto é, no caso de ser 



f(x) = Mo + Mi{x — a) + M2(x-~af + ... + ■ 



Ni N2 N^ 

x — a {x — af '" {x—aj1 



podem calcular-se estes coefíicientes desenvolvendo em série 

■{x-a)-nf(x) 

por meio da formula de Taylor. 

Reconhece-se que a funcçao está n'estas circumstancias procurando se existe um numero 
-q tal que o producto {x—af^f{x) tenda para um limite finito e determinado quando x tende 
para a. 

Para fazer uma applicaçao doestes princípios, consideremos a funcção 



/(*)= 



Por ser 



temos 



e portanto 



sen (x — h) * 



,. x~h 

Iim 7T- = 1? 

,_^ sen(í^ — 6) 



/(^) = ^^+Mo + Mi(í.-6)+..., 



f {x)--——^^-\-^U + 2M,{x-^h)+. 



{X — òj 

Podemos pois determinar Á,^ por meio da formula 
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que dá 



"" 2n{% J ,, 6^ (z) {z — bf ~^ 2 ni% J , 0^ 



z)dz 



dx 



1 






e'(b) 



,_6 ' 1.2.. .71 [tó^-1 \e«(íc) 

gn — i / (.Qg 1^^ — 5^ 



1 



(■ 



dx'' - 1 \ sen2 {x — h) 6^ (x') 



6'^ + i(6) 1.2...W 
e Ao por meio da formula 

1 /•/(.)e'(.) 1 /• /(.)e'(. ) 9'(5) 

^ - 2ix j,. © (z) "^"+21,^;. e (.') "'■' - 6 (è) 
Para calcular B^j temos a formula 



sen (a — h)* 



Bn 



que dá 



^//'(.)«.(.)*=^/l-íí^, 



Bw== 



1 (dd^^ix) 



Temos pois o desenvolvimento 
1 



dx 



00 fin — l. 



x = b 



: 6" -1(6) 9' (6). 



sen (íc — è) „ = i 

i d'(b) 1 



S ^^^-H5)^^ffl I 6'(^) 



1 



(íc) ' d{ò) ' sen (a — 6) 

^n-i / cos(x — h) 



^^i\ ô^ + i(ò) 1.2. ..7 



Jíc'^ - 1 V sen^ (íc — b) 6^^ (cc) / J^;_ « 



^^■(í»). 
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NOTAS 



!• Estudaram-se no trabalho anterior as principaes demonstrações conhecidas da formula 
de Taylor. Muitas outras, quasi todas ligadas com as anteriores por alguns dos conceitos em 
que se fundam, têem sido apresentadas por vários auctores. Vamos indicar algumas d^ellas. 

I. Principiando por indicar uma demonstração cuja ideia primordial pertence a ã^Alem- 
bert^ consideremos o integral múltiplo de ordem n, 



R^ = / dx I dx 

'o Jo 



Jo 



'x) dx. 



Teremos, effectuando successivamente uma, duas, . . . integrações, 

/(n-l)(^)_J(n-l)(0) 

y (n-2) (^) _ J(n-2) (Q) - ct?/(^-l) (0) 



R„ = / dxi dx, , . 
Jo Jo Jo 

rx Cx Çx 

= / dxl dx, . . I 
Jo Jo Jo 

rx rx rx 

= / dx I dx, . , I 
Jo Jo Jo 



f(n-3) (^) _y(n-3) (Q) _ xf^-^) (0) - ^f^'^^ (0) 



=/H-/(0)-e./(0)-3-^/^(0)-. 

Temos pois a formula de Maclaurin 

f(x)=f(0) + xfiO)+.. 



y.W— 1 



1.2. ..(n—l) 



-/^"-"(O)- 



,71— -l 



_/(«-.) (0) + R„ 



1.2...(n-l) 
e uma expressão do resto por meio de um integral múltiplo de ordem n. 
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Do resultado, que vimos de obter, pode-se tirar facilmente a expressão do resto devida a 
Lagrange. Com eífeito, suppondo que os valores que toma /(") (cc), quando x varia desde O 



até a?, estão comprehendidos entre m e M, o integral 1 f^^^ {x) dx está comprehendido entre 

M. 



mx e M.X, O integral / ãx / /(^^) (x) dx está portanto comprehendido entre 7n e 

Continuando do mesmo modo vê-se finalmente que R,^ está comprehendido entre -^j-— r 

1 .2. . .r 

M. Temos pois 



-m 



1.2. ..71 



/(^)=/(0) + ^/(0) + ...+ 



y>« 1 



1.2...(w— 1) 



/<"-»' (Oj • 



1.2. ..« 



K, 



K representando um numero comprehendido entre m e M. Procedendo depois como no nu- 
mero 7 do texto obtem-se a formula pedida. 

II. Occupou-se também da formula de Taylor Laplace na sua Théoríe analytique des 
^rohahilités^ publicada em 1812 {OeuvreSy t. vii, p. 179), que a obteve por meio de applica- 
çoes successivas do methodo de integração por partes. 

Temos, com effeito, 



J Q 



f (x — z)dz = zf (x--z)-\- zf ' (x — z) dz 



= zf(x-z) + ^f'ix-z) + ^j\^f"{x-z)dz 



T-M — 1 



.zf{x-z) + -^^-f"(x-z} + ...+^^^^-^fi«-H^-z) 

1 



1.2.. .(« — !) 



z"-ff'>)(x — z)ãz. 



f(x-z)ãz^f(x)-f(x-z). 



D'estas formulas tira-se a seguinte: 



rrn—i 



f(x) =f(x-z)+zf (X-Z) +. . . + ^-^-^-^----fin-i) (a,_^) 



1.2...(», 



— / V-*/""(»' — 2)<^2> 



Hosted by 



Google 



100 



ou, pondo z = h e mudando x em £c + /i, 



f(^+h)=f(x)+hf'ix)+...+ i.2.t".(l-i y-^"""^^^+^'" 



onde 



^"^i .2...(»-i y/ 2"-V'"'(*'+Ã-2)í?2, 



o 



ou, pondo z = th^ 



R, = , ,, ^^^^ - [' f- V^'^^ (^ + A - í/l) áí. 



1.2. ..(n-1) 



Temos assim a formula de Taylor e a expressão do seu resto por meio de um integral 
definido^ obtida já no numero 6 do texto. Laplace deduziu d'este resultado a expressão do 
resto devida a Lagrange, empregando, sem todavia o demonstrar, o primeiro theorema dos 
valores médios dos integraes definidos. 

III. Na demonstração dada por Lagrange da formula de Taylor, apresentada no numero 
7, figuram as mesmas proposições que entram em uma das demonstrações conhecidas do 
theorema de Bolle {}). E pois natural procurar obter-se a formula de Taylor modificando a 
analyse de Lagrange de modo a fazer intervir este theorema. E o que fez Hatzidakis, pro- 
fessor na Universidade de Athenas, em um artigo publicado no Enseignement mathématique 
(t. II, p. 448), ao qual é devida a demonstração seguinte d'aquella formula. 

Considerem-se as funcções de h' que entram na demonstração de Lagrange : 

(A) f-){x + h')-K, 

(B) f^'^-^){x + li!)—f^-^){x)^Yih' 



Jjfn—^ Jl'n—i 

(M) f(x+h')-f(x)-h'f"(^)-.. -T:2:7:(;^-2y/'"""(*)-x2:T:(;í^' ^' 

Vn—i yn 

(N) f{x^ K)-f(x) - h'f(x)-. . .-^-^--■^_^./(«-i)(«,)_^-2-_---^K, 



(1) Se a funcçào /(íc) tiver uma derivada /^ (cc), contínua no intervallo (a, a-|-7^), e se annullar nOg 
pontos a e a-j-/^|aquella funcçâo cresce na vesinhança de um d'estes pontos e decresce na vesinhança do 
outro. Logo a sua derivada /' (x) passa de positiva para negativa, e, como é contínua, passa por O cm um. 
ponto do. intervallo considerado. 
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cada uma das quaes é a derivada da seguinte, e seja K uma quantidade definida pela equação 



fix^-h)-f{x)-hf{x)-...--^^—-r^-^^f^--Hx)-^^^^^l^, 



h sendo uma quantidade dada. 

A funcção (N) annulla-se quando h' = e quando h' = h'^ logo existe um numero si, com- 
prehendido entre O e A, que annulla a funcção (M). E, como a funcção (M) se annulla quando 
h' ^0 e quando h! = Z{^ existe também um numero £2, comprehendido entre' O e si, que annulla 
a funcção anterior. Continuando do mesmo modo vê- se que existe um numero a, comprehen- 
dido entre O e £1, £2,. . . , e portanto entre O e A, que annulla a funcção (A); e temos portanto 

K ==/(^^) {x + £) =p') {x + eh) . 

IV. Outras demonstrações da formula de Taylor, fundadas nas propriedades elementares 
da theoria das séries, foram dadas por Koenig nos Nouvelles Annales (1874) e por Amigues 
no volume correspondente a 1 880 da mesma publicação. Estas demonstrações são applicaveis 
tanto no caso das variáveis reaes como das variáveis imaginarias, mas exigem que os valores 
absolutos da funcção f{x) e das suas derivadas admittam um limite superior, e não são porisso 
tão geraes como as anteriores. 

2. Deram- se no texto duas demonstrações da formula de Laurent^ uma fundada na 
theoria dos integraes curvilíneos e outra na theoria das séries. Outras demonstrações da 
mesma formula foram dadas por Scheeífer no tomo iv das Acta mathematica e por Pringsheim 
nos Sitzungsh, der Alcademie zii Munchen (t. xxv e xxvi, 1895 e 1896). Esta ultima é fun- 
dada na noção de valor médio de uma funcção, que o auctor define do modo seguinte. 

Consideremos uma funcção fiz) e uma circumferencia de raio p com o centro na origem 
das coordenadas. Devida- se esta circumferencia, a partir do eixo das abscissas, em 2^ partes 
eguaes. Os pontos assim obtidos serão representados pelas quantidades complexas 

%7: 4i~ 2(m— l)i~ 



m m m 

p, p6 , pe , . . . , pe , 

onde w = 2^. Posto isto, chama-se valor médio da funcção / (2) e representa-se por M/(p) o 
limite para que tende a somma 

1 TO — 1 / 

2. / V p6 

quando n tende para 00. 
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Entre o valor médio e o integral curvilineo de /(s), tomado ao longo da circumferencia 
considerada, existe uma relação muito simples. Temos, com eífeito, por ser 2=pe^^, 



r ■ f27^ m — i 1 / — — \ -— ■— 

/ f(z)ãz = iç f{çe^^)é^dd= lim 2iz S —çf\çe '' ) e "^ = 2kM[p/(p)]. 

J c Jo in = Qc Jc--=0 "^ 

A theoria dos valores médios corresponde pois á theoria dos integraes curvilineos tomados 
ao longo de circumferencias, e as suas propriedades são caso particular das propriedades dos 
integraes curvilineos geraes; podem porém estabelecer-se por processos especiaes mais simples 
e elementares do que os que intervêem na demonstração das propriedades dos últimos. Estas 
demonstrações toram dadas por Pringsheim, e, partindo dos tlieoremas assim obtidos, achou 
a formula de Laurent por um methodo análogo ao que foi empregado no texto para a obter 
por meio da theoria dos integraes curvilineos. Aqui não apresentaremos esta demonstração^ 
que se pode ver nos trabalhos citados ou na obra de Vivanti intitulada Teoria delle funzioni 
analitiche (Milano, 1901). 
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SUIfií L[S PUISSANE[S OU SIS Eí DU COSiS OE LA flRiLE 



(Journal fu.r die reine und angewandte Mathematik, 
gegrundet von Crelle-Berlin 1896. Band 116) 
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INTRODUGTÍON 



L'étude du développement des fonctions en série ordonnée suivant les puissances du sinus 
et du cosinus de la variable mène à Tótude préliminaire des courbes déíinies par réquation 
|sm2|==c, c représentant une constante réelle positive et z une variable complexe Xi~\-iy\. 
Ces courbes sont étudiées dans les premiers n°^ du présent mémoire. Nous y verrons que, 
si est c^ 1, cette équation represente une infinité d' ovales et que, si est c > 1, elle represente 
une courbe composée de deux branches placées symétriquement par rapport à Taxe des 
abscisses et qui s'étendent jusqu'á Tinfini dans le sens des abscisses positives et dans le sens 
des abscisses negativos, en faisant une série d'ondulations d'amplitude égale. 

Quand est c^l, si la fonction f(x) est holomorphe dans Taire limitée par un des ovales 
representes par Téquation | sin^ | = c, cette fonction peut être développée en série de la forme 

Ao + Al sin íc + A2 sin^ x-\- K% úv? cc + • • • ? 

laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de Tintérieur de Tovale 
considere. On pourrait faire la détermination des coefficients Ao, Ai, A2,. . . au moyen de la 
série de Búrmann; mais nous donnons ici une manière plus simple de les obtenir [formule 
(13.)] et nous en faisons application à la fonction x}\ ce qui nous mène aux formules (14.) 
et (15.). 

Quand est c> 1, si la fonction f\x) est holomorphe dans Faire infinie comprise entre les 
deux branches de la courbe | sin^l = c et si elle admet la période 2'::, la fonction est, comme 
on va le voir, susceptible du développement suivant: 

/(íc) = Ao + Al siníc + ^2 sin^íc + . . .-1-cosíc[Bi4-B2 sino^-f-Bs sin^íc + - • -J? 

et nous donnerons des formules pour le calcul des coefficients Ao, Ai,. . ., BijBg. . . On con- 
sidere ensuite le cas ou la fonction f{x) admet la période 2co, réelle ou imaginaire, et on fait 
application des résultats trouvés à Ia fonction elliptique sníc. 



N 
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^VLX* les cloveloppéiTxeixts de /'(se) sxxivant les pixissances cie slix x 
qLTxi ont lieix claii-S utne aii?e limitóe. 



1. Soit f(z) une fbnction holomorphe dans une aire A, x Taffixe d'un point quelconqne 
de rintérieur de cette aire et supposons que Téquation sin z = n'a qu'une seule racine dans 
Taire considérée et que x est assez peu diíFérent de cette racine pour qu'il soit, le long du 
contour A, 

(1.) I sincc| < I sinz |. 

Dans ce cas Téquation 

(2.) sins — sinít? = 

a aussi une seule racine dans Taire A. 
Cela pose, je considere Tintógrale 

r f(z) cos zãz 
/ sin 2; — sin cc ' 

oíi s represente le contour de Taire A. Comme Téquation (2.) a une seule racine à Tintérieur 
de 5, nous avons 

'^ ^ ' 2ÍTZ / sin z — sin íc ' 
et, en développant Fintégrale, qui entre dans cette formule, suivant les puissances de sincc, 

(3.) /(cc)^ Ao + Aisiníc + . . . + A^ sin*^íc + . . . 
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oú est 



(4.) ^^^^ 1 Y/(.)cos^ 



OU encore 

2. La question precedente nous conduit á chercher une aire telle que, pour tout point 
X à rintérieur et pour tout point z du contour, on ait 

I sin íc I < I sin 2; I . 

Pour résoudre cette question on doit étudier les courbes définies par Téquation 

I sin 2 I = c, 
ou, en posant 2=:íCi + ^Vií 



(6.) + V/ sin'^ Xi cos'^ lyi — cos^ xi sin'^ tyi = c, 

c représentant une constante róelle quelconque. 

On volt immódiatement que yi est une fonction périodique de X[ dont la période est égale 
à ti; il suffit donc d'étudier la partie de chaque courbe qui corresponde aux valeurs de xi 

comprises entre — ^ ^^ ~^- On voit aussi que la courbe est symétrique par rapport aux 

Cl u 

axes des coordonóes; il suffit donc d'étudier la partie correspondant aux valeurs positives de 
x\ et ?/i. 

Cela pose, nous allons considérer séparément le cas oú est c ^ 1 et le cas oíi est c > 1 , 

1.^^' cas. Supposons premièrement qu'est 

En posant premièrement íci = O et ensuite 3/1 = O, on voit que la partie considérée de la 
courbe coupe Taxe des ?/i au point dont Tordonnée est égale à log(c-f \J (?-\-V) et Taxe des 
x\ au point dont Tabscisse est égale á are sin c. 

Én posant dans Téquation (6.) 1 — cos^iyi au lieu de sin'^i?/i et en la résolvant ensuite, 
il vient 

cos^ iy{ = c^ + cos^ íci , 
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et par conséquent 

e-vi + e.vi 



-1- v/ c^ + cos'^ct?i. 



Cette équation donne la suivante 



yi = log [+ v/ c^ + cos'^ ^1 ih \/ ^^ — sin^ cci] . 

Cette égalité fait voir, en premier lieu, que y\ est imaginaire quand Xi > are sin c. Pour chaque 
valeur de Xi, inférieur à are sin c, elle donne pour ?/i deux valeurs réelies et deux valeurs 
imaginaires. Des deux valeurs réelies on ne doit choisir que celle qui, pour Xi == O, donne 
pour yi la valeur log (c + j/c^ + 1), c'est-à-dire la valeur 



(7 .) yi== log [\/ c^ + cos^ a?i + V^ c^ — sin^ x\] . 

On obtient au moyen de cette équation tous les points de la courbe considérée correspon- 
dants aux valeurs de xi comprises entre O et are sin c, et Ton voit que yi croit depuis O 
jusqu'à log(c + v/ c^ + 1), quand xi décroít depuis are sin c jusqu'à 0. 

L^équation 



sin 2x\ 



^ * i sin 2iy{ 

donne les tangentes à la courbe et fait voir que les tangentes dans les extrémités des axes 
sont perpendiculaires à Taxe correspondant. 

Les points d'inflexion de la courbe sont donnés par Télimination de yi entre Téquation 

sin^ 2;ri cos 2iyi --= cos 2^i sin^ 2iyi 
et Féquation 

cos 2iyi = 2c^ + cos 2^i 

qui resulte de (6.). On trouve de cette manière Féquation 



cos2íri== — c2+ v/c^— 1, 

kquelle fait voir que la courbe n'a pas de points d'inflexion quand c^l. De cette discussion 
on conclue que la courbe représentée par Téquation |sin2;| = c est, quand c^l, composée 
d'un nombre infini d'ovales égaux, dont les centres sont les points (O, 0), (O, i^ ';:), (O, Hh 27:) . . . 
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et dont les axes sont égaux à 2arcsmc et 21og(c + \/c2+ 1), le premier axe coincidant avec 
i'axe des abscisses et le second étant parallèle à Taxe des ordonées. 

2. '^6 cas. Considérons maintenant le cas oíi est c> 1. Au moyen d'une discussion sem- 
blable, on voit qu'alors la courbe \smz\ = c a seulement deux branches, symétriques par 
rapport à Taxe des abscisses, et qui s'étenderxt jusqu'á Tinlini dans le sens des abscisses po- 
sitives et dans celui des abscisses négatives^ en faisant une série d"ondulations d'amplitude 
égale à tu. L'ordonnee prend une valeur maximum ógale á log (c -f v^ c^ + 1) dans les points 
a?i = 0, + '^? +27:,..., et une valeur minimum égale à log(c-(- v^c'^ — 1) dans les points 

^ = ±-2' ±Y^5--- 

Les courbes que nous venons d'étudier résolvent la question que nous nous proposions 
de résoudre. Si est c^l, on a 

I sin cc I < I sin 2 I 

pour tout point x de Tintérieur de chaque ovale represente par Téquation | sin^;] = c et pour 
tout point z du contour. Si est c> 1, la même inégalité a lieu pour tous les points x de la 
òande injínie comprise entre les deux branches de la courbe | sin 2 | = c et pour tous les points 
z de cette courbe. 

3. De ce qu^on vient de déniontrer dans les n^^ précédents on conclue que, si la fon- 
ction f{x) est holomorphe dans Taire A, limitée par un des ovales representes par l''équation 
lsin2| = c (oíi c^l), qu'on vient d'étudier, on a, pour tous les points x de rintérieur de 
Tovale considere 

(3.) /(cc) = Ao + Aisiníc + . . . + AHSÍn^íc + . . ., 

Ao, Al, A2, .... étant donnés par les intégrales (4.) ou (5.), qu'on peut déterminer, comme 
on sait, au moyen de la théorie des résidus. Mais nous allons donner, pour la détermination 
de ces coefficients, une méthode plus simple. 

Considérons premièrement Tovale dont le centre est Torigine des coordonnées. II est facile 
de voir que Tégalité (3.) et les ógalités qu'on obtient en la dérivant par rapport à x donnent, 
en y posant cc = 0, 

/(O) =Ao, 

/'(O) =A,, 

/"(O) =2A2, 

/"'(0) = -Ai + 6A3, 

//t'(0) = -8A.2 + 24A4, 

fv (0) = A.i-60A3 + 120A5, 

fvi (0) = 32A2 - 480Ai + 720 Ae, 
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et par conséquant 

Ao= /(O), 

A,= /'(O), 

A2= f /"(O), 

A3= i [/"(0)+/'(0)]. 

A4=-,V[/^''(0) + 4/""(6)], 

Aõ = Tk [/" (0) + 10/'" (0) + 9/' (0)], 

Ag = -y^y [/^'^ (0) + 20/^'' (0) + 64/" (0)], 



En general, nous pouvons écrire 

^ ■' I A2„+i = K' [/P«+i) (0) + A'/(2»- 1) (0) + . . . + L'f (0)] , 

OU K, K^, A, A', . . . , L, U représentent des quantités constantes que itous allons determinar. 
Considérons dans ce but la fonction sin/cíc, ou k est un nombre entier impair, dont le dé- 
veloppement suivant est donné dans les éléments de trigonométrie: 

sin hx=k sin x—k zr~-^--w sin^ íc + . . . + (— 1)*^ k , ^ — ^' ' '\ ,, ^ -^-^ sin^^+i cc — . . .. 

1.2.3 ' V y 1.2. . ,(2n+l) 

En appliquant la seconde des formules (A.) à cette fonction, on trouve 

A.n+i =(-!)" K^ [k'-''-^^ - A' /í:2«-i + . . . + L^ A:]. 
En comparant ce resulta t au suivant 

A,„+i = (- D" k i.2...^2n+l) 

et en représentant par ^u+i '^ somme des combinaisons des nombres 

12, 32, 52, ...,. (2n-l)2 
pris m à w?, on a donc 



~ (2?l -^ 1) í ' ^^2n4-li -l^ — ^^'â^i+H • • • í -^ — ^V-f 1- 
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On peat donc éerire en general 

,, , /<^''+no)+4'v,/i^«-M(0)+...+4';,Y,/(0) 
^^•) ^"'+' = i.2...(2« + i) • 

Cette formule peut être encore éçrite symholiquemtnt de la manière suivante 

/(O) [P (0) + 1^3 [P (0) + 3^] . . ■ [/-^ (0) + (2n - 1)^] 

OU Ton doit, après les multiplications, remplacer les puissances de /(O) par des dérivées 
d'ordre égal à Texposant de la puissance. 

Pour determiner les coefíicients K, A, B, . . ., L de la première des formules (A.), nous 
pouvons considérer la fonction cos/iCíc, oíi k est un nombre entier pair. La trigonométrie 
donne en eífet alors la formule suivante: 

, k^ . ^ , kW-2^-) . , , / ,^ k^e--2'')..,(k^-(2n-2f') . , , 

Z Z .D.4: 2 . O . . . Z71 ' 

et, en comparant la valeur du coefíicient de sin^^* x dans cette formule avec la valeur donnée 
par la formule 

A.^ = (- 1)^^ K [k'-^^ - AA:2(^^-l) + . . . + LA;^] 
et en représentant par Sâíl la somme des combinaisons des nombres 

2\ 42, 62, ..., (271-2)2 
pris m à 772, on a 

. K— _J A QÍl) p o(2) T Qf«-1) 

-LV — .^^. p ii s= 0'2m -t> = ^2n5 • • • 9 ^ = ^2w 

Nous pouvons donc éerire la formule générale suivante: 

/c^«) (0) + s-y„'/'-^»- a) (0) +. ■ ■+ sr"/-^' (0) 

(10.) A2.= eit^t:^» "~ — ' 

ou symholiquement 

_ f^ (0) [P (0) ,+ 2-^] [P (0) + 4^] ■ ■ ■ [/^ (0) + (2n -2) '^] 
(11.) A-2„- 1.2.3. ..2n • 
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De tout ce qui precede il resulte le théorème suivant: 

Si la fonction f{x) esí holomorphe dans Vaire limitée par V ovale dont Véquation est 
|sin2| = c (ou c^l) et dont le centre est V origine des coordonnées^ on a, pour tous les points 
X de Vintérieur de cette aire^ 

(/(.)=/(0)+ E /'-'"(0)+sa/.^>^y)+...+srV'^'(0)3i,.., 

( "^« = 1.2...(2« + 1) ''^ '^' 

ou symholiqiiement 



(13.) 



, f /(O) [f (0) + \^] [P (0) + 3^] ■ ■ ■ [/^ (0) + (2n - 1)^] ^^ 
+ „ = o ^ 1.2...(2« + 1) ''° '"' 



otl Z^o?z c/ozí rewplacerj apres les muUi/plications^ les puis sances de f(0) par des dérivées d'ordre 
égal à Vexposant de la puissance. 

4. Pour faire une première application de la formule precedente nous allons développer 
la fonction 

ou k represente un nombre entier positif. 

1.^^' cas. Supposons premièrement que k est un nombre pair égal à 2m, On a 

y (2n) (0) 4- S2!!/(2^^-2) (0) + . . . -+- s^r^y (^) (0) - o 

quando est n<m^ et par conséquent 

Ao = 0, A2==0, A4 = 0, ..., A2m-2 = 0. 



On a ensuite 



^"'+^ (2»t + 2) ! (2m + 1) (2m + 2) 

2(2) .V2m/m C!'2) 



A2„j4.4 = 



('2m + 4) ! (2m + 1) (2m + 2) (2m + 3) ( 2m + 4)' 
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Comme est 



on a aussi 



y(2n4.i)(0) + 4í,)^,/(2n-i1(0)+. . . + 4:Ví/ (0) = O, 



Ai = A3==A5=. . . = 0. 



Nous avons donc la formule 



(14.) 



Ssm 



+ (2m+l)(2TO+2) ^™ '^^ (2m+l). . . {2m+4) ' 



2m-f-4 



Sám+6 



(2iw+l)...(2w+6) 



sin^ X -\- . 



2ième^ cas. Supposons maintenant que Zj est un nombre impair égal à 2m4-l. Au moyen 
d'uiie analyse semblable, on trouve alors la formule 



(15.) 



*2m4-3 



^2m+7 

í,2m+2),..{2m+7) 



- sm^ X - 



oí2) 

*2m+5 



(2m+2)...(2m+5) 



sm^cc 



sin^ X + . 



La formule (14.) en y posant m = l et en remarquant qu^est 

Si^> = 22, S^^> = 22.42, Sf = 22.42.6% 
donne la formule connue 



cc^ = sin^ cc + -rr • -?r sin^ x + ^\ . -^ sin^ x + . 
3 2 3.0 3 



De la même maniere, en posant dans la formule (15.) m = et en remarquant qu^est 

4')_i^ 4'^ = 32, 5^ = 32.52, 5^ = 32.52.72, ..., 

on trouve la formule connue 



cc = sin íc + -TT-TT sin^ x + ,^ ' , sin^ «? + ... 
2.3 2.4.5 
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5. Pour faire une seconde application des formules (12.) et (13.) considérons les fon- 
ctions &mkx et cosA:cc, ou k represente un nombre quelconque, réel ou imaginaire. Ces for- 
mules donnent immédiatement les formules eonnues 



sin kx = k 






cos te == 1 — sm^ X i si^"^ 

^ JL . ^ . t) . TC 



sm*cc — . . ., 



lesquelles ont lieu pour toutes les valeurs de x repfésentées par les. points de Tintérieur 
de celui des ovales donnés par Téquation |sin^| — 1 qui a pour centre Torigine des coor- 
données. 

On doit remarquer que nous avons déjà employé ces formules pour trouver les formules 
(12.) et (13.), mais en supposant k un nombre entier positif impair, dans le cas de la pre- 
mièré formule, et un nombre entier positif pair, dans le cas de la seconde. 

6. Considérons encore la fonction 

f(x) ==íCCOtíC. 

On a alors, Bi, Ba, ... représentant les nombres de Bevnoullí^ 

/(0) = 1, /"(O) = -22 Bi, ..., /(2»)(0) = -22»B2„._i, 
/'(0)-/"(0) = ... = 0. 

Donc la formule (12.) donne 

2'"B,„_, + S^l> 2^<"-') B,„_3+. . .+ Sr'* ^^i . ,„ 



í:ccotíc=l — S 



„=i 1.2...2n 

On peut écrire cette formule symholiquement de la manière suivante: 

^cotx=l- S 2^ B [2^ B^ + 2^] [2^ B^ + 4^] ■ . . [2^ B^ + {2n -2f] ^.^,„ ^ 
n=i 1,2. ..2n ' 

ou Ton doit remplacer, après les multiplications, les exposants des puissances de B par des 
Índices. 

7. Nous avons considere jusqaici seúlement des ovales representes par Téquation 
|sin2:| = c dont le centre coincide avec Torigine des coordonnées. En appliquant la formule 
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(12.) à la fonction/(a? + ^^) ^t en changeant ensuite x en x — m%^ on trouve la formule qui 
a lieu quand x represente un point de róvale, represente par la même équation, dont le 
centre est le point (?wx, 0). On trouve ainsi, quand f{x) est holomorphe dans Taire limitée 
par cet ovale, 

f(x) =/(mx)+ ^ S^ í ^-^ í — 1.2. ..2n "^^ " ^^ * 

„~o 1.2...(2n + l) 

On peut écrire cette formule symioliquement ãe la manière suivant: 

I ^(^) = ^('"^^ +„5, ^ — 1.2:3. ;.2n '"^ ^ 

+ ^ -"^ „=o ^ ~^ 1.2...(2«+1) . ''° ""• 

8. De la comparaison de la formule (16.) avec les formules (3.), (4.) et (5.) on conclue 
les résultats suivants, dont nous ferons encore usage: 

/ (z) cos z 
V, Le résidu de la fonction '^ . ^^^^^^ — par rapport au pôle miz est donné par la formule 

sm z 



^ __ f" (>Bx) + S^!.> f- ^'-^' (mx) + . . . + Sr " r (rn^) 
*" 1.2. ..2« ' 



f í ^ j cos z 
2^. Le résidu de la fonction -^-^.p — P^^ rapport au même pôle est donné par la formule 



»* ^ -^ 1.2...(2n+l) ' 

3". Le résidu de la fonction ^J par rapport à wix est donné par la formule 



w, _ /'^' (mx) + Sa/'^"-^' (mx) + ■ . ■ + Sr "/'^' (mx) . 
1.2.3...(2w— 1) ' 
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4^. Le résidu de la fonction ~-^-èni — par rapport à rm: est 

^^-^-^^^ 1.2...2n • 

En changeant dans les formules precedentes f (z) en f(z)y on voit encore que le résidu de 

f(z) 

. J -■ par rapport à mx est donné par la formule 

sm z 

1.2.3...(2n-l) 

fiz) 
et que le résidu de . ^A — par rapport au même pôle est donné par Tégalité 
sm z 

T^(n == / 1 ^- r-> {m%) + .^!>^,/^-^> (mTT) + . . . + .<:V. f (mx) 
^^ ^ ^ 1.2...2n 
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í^ui? les d.éveloppeTneii.ts dLe f{x) sixlvaxit les pixissances dLe sin x 
cijxl oixt liexi. clans une Ibancle inflnie. 



©• Considerons maintenant Pintégrale 

f (z) ún {z -\- x) dz 



2i^j, 



sm z — sin cc 



prise le long d'un contour forme par les droites AB et CD, parallèles à Taxe des ordonnées, 
C 9f JB ^^^^ passent par les points dont les abscisses sont —7:-\-y\ 

et TT + T^ (ou vj < -^1 et par les deux branches de Ia courbe 

- A représentée par Féquation | sin 2; | = c (oíi c > 1), et soit 
f{z) une fonetion holomorphe dans cette aire et pério- 
dique, la période étant égale à 2%. 
La fonetion 

f{z) sin {z-\-x) _ f{z) sin \{z-\- x) 




sm z — %mx 



ún\ {z — x) 



a un seul pôle, 2 = íc, à Fintérieur du contour S et le résidu de cette fonetion par rapport à 
ce pôle est égal à 2/ (a?) sina?; par conséquent nous avons 



2 sin xf{x) 



2i^j, 



f {z) Bin (z -{- x) dz 
únz — sina? 



Mais de la périodicité de la fonetion/ (2) il resulte 

f{z) sin {z-\-x)dx _ f f(z) sin (z-\-x)dx 



e/ AB 



sm z — sm a? 






sinz — sma? 
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Donc nous avons, en représentant par S' et S^^ les courbes BC et DA: 

2 sin X f(x) == -4- r /(^)^^^(^ + ^)^^ _]_ Jl_ r l(^y^Ml±x)dz 
2iií j ^f sin z — sin a? 



2i% /g^/ sm^; — smcc 



Si Ton remarque maintenant que le développement 



sm X , sm^ X 



sin 2 — sin íc sin 2 " sin^ z sin'^ z 



a lieu pour toiítes les valeurs de z représentées par les points de S^ et S^^ et pour toutes les 
valeurs de í» représentées par les points de Tintérieur de Taire considérée (parce qu'on a 
pour tous ces points j sino?] <[ sina; |),on peut écrire le développement 

siníc/(í:c) = sincc[Ao + Aisiníi? + . . . + Aw sin^^í^H-. . .] 
+ eosíi?[Bo + Bi siní:c + . . . + Bn sin'*í« + . . .], 
ou 



B„ 



En posant dans ce développement íc=0, il vient Bô=0; nous pouvons donc èneore écrire 

f(x) = Ao + Ai siní»+. . . + An sin«íc+. . . + cosíc[Bi + B2 sina7+ . . . H-B^ sin»*-*ír + . . .]. 

On peut encore donner aux coefficients A^ et B,^ de ce développement une aútre forme. En 
effet, on a 



1 

41% 


f f(z) COS zãz 
J^i sin'^+^2-^ 


f f(z)coszãz' 
/s>/ sin" + ^;3 


1 


J s/ sin*^ z 


J^ll ÚJl^ z 



et par conséquent 



(18.) 



/. 



n+'iz ' 



f{z) cos zdz __ C f{z) cos zdz 



sm^ z 






A,t — 

Bn 



f(z) COS zdz 
. sin^+*2 ' 

f{z)dz 



4lÍ% / g sin^ z 
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(18'.) 



Au moyen de rintégration par' parties on voit qu'on peut encore écrire 

1 Tf(z)dz 



-^n, — ■ 



ániTL /g sin^^j 



De tout ce qui precede on peut tirer le théorème suivant: 

Si la fonction fiz) est holomorphe dans la hande infinie comprise entre les deux hranches 
de la courbe \ sin z\=c (oúo 1) et àdmet la jpériode 2%^ on peut développer f{x) en série de 
la forme suivante : 

(19.) /(íc) = Ao+Aisiníc+. . .-f A,,sin^cc+- • .+cosíc[Bi+B2SÍncc+. . .+BnSÍioJ^-^x+, . .], 

les coefficientes A^ et B^ étant donnês par les formules (18), 

IO. II faut maintenant calculer les intégrales qui entrant dans les expressions de A,^ et 
B^, ce qu^on peut faire au moyen du théorème de Cauchy, qui donne, en employant les no- 
tations du n.^ 8, les résultats suivants: 

Aân 4- 1 = T pó + Ri] ,' 

B,n =i[Rr+Rr], 

B,..i=i[Rr+Rr^j. 
Ces formules donnent (n.*^ 8) 

_1 /'^"> (0) + S.^!.>/'-^"-^> (0) + . ■ ■ + Sr "/« (0) 
A2„ _ 2 . i.2...2n 

1 /W(x) + S^!/.r"-^>0:) + ...+ Sr"/^'(x) 
"^2" 1.2. ..2n ' 



ou, en posant 

(20.) 

On a aussi 



A%r = — . 



f(x)+f(x-\-T:) = ¥i{xy. 

1 Ff »> (0) + Si? Fr'-^> (0) + . . . + S^r ^^ ¥? (0) 



1.2. ..2n 



12^4-1: 



1 . /'^"+".(0)+g|'v,/'^"-'>(0).+.. .+s<;v,/o) 

2" 1.2...(2« + 1) 

2 ■ 1.2...(2n+l) 
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(21.) 



Mn+l = 



120 

f(x)-f(x + ^) = F(x): 

1 F<^"+« (0) + <V, F""-" (0) + . . . + «£V. F' (0) 



2' 1.2.. .(2n+l) 

De Ia même inanière on trouve les formules 



(22.) 
(23.) 



_ 1 Ff-'' (0) + sâ> Fs^-=" (0) + . . . + sr" f; (Q) 

^" ~ 2 • ^ 1.2...(2n-l) ■' 



B 



'2m+1 



_1_ F'^"' (0) + 41V, F'^"-^' (0) + • • • + <Vi F (0) 
2 ■ 1.2. ..2n 



Les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) peuvent encore être écrites symboliquement de la 
manière suivante : 



. _ 1 Ff (0) [Ff (0) + 2-'] [F? (0) + 4^] . ■ ■ [Ff (0) + (2w - 2)^] 
'" ~Y- 1.2. ..2n ' 



(24.) 



. 1 F(0)[F(0) + r][F(0) + 3']...[F(0) + (2«-l)'] 



2 ■ 



1.2...(2n + l) 



IT, _ 1 F, (0) [Ff (0) + 2^] [Ff (0) + 4^ ] ■ . . [Ff (0) + (2n - 2f] 



B2„+l = 



_!_ F° (0) [F' (0) + 1'] [F' (0) + 3^] ■ . . [F-^ (0) + (2n - 1)^] 
2 • 1.2. ..2n 



Les formules antérieures ne déterminent pas les coefficients Ao et Bj. On les obtient au 
moyen de la formule (19.) en y posant a; == O et ce = tu, ce qui donne 



et par conséquent 



/(0) = Ao + Bi, /(x) = Ao-Bi 

Ao = i[/(0)+/(x)] = iFKO), 
Bi=i[/(0)-/(7:)] = iF (0). 



11. Supposons maintenant que la fonction f(x) admet la période réelle ou imaginaire 2«). 

Alors la fonction /( j de la variable X admet la période 27r et, si elle est holomorphe 

dans Taire infinie limitée par les deux branches de la courbe | sinX | = c (ou c > 1), nous avons 

/í-í!^\=^Ao + AisinX + A2SÍn2X + ... + cosX[Bi + B2SÍnX + B3SÍn2X + ...]. 
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Si l'on pose maintenant 

(A.) 

on trouve 



f(x) == Ao + Al sin — — h A2 sin^ 

•^ 03 O) 



--X, 



■cos - 



T.X 



O) 0) 



Les coefficients A^ et B^ sont donnés par les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) en y 
posant 

F.i(.)=^/(^)+/(^^l). 
En pos^mt en (A.) 

(li =: p (cos 6 -f- '^' sin ^); X = R(cos6' + isinô'), ^ = ?'(cosx + z sin-) 



on trouve 



«/ 9^ 



On voit donc que Taire qui, dans le plan de représentation de x^ correspond à Faire limitóe 
par les deux branches de la courbe | sin X | = c est limitée par une courbe qu'on obtient en 
transformant premièrement la courbe | sin X | = c de manière qu'entre les rayons vecteurs R 
des points de cette courbe et les rayons vecteurs correspondants r de la transformée existe 

le rapport r = — R, et ensuité en faisant tourner Paire limitée par la courbe ainsi obtenue 

autour de Forigine des coordonnées d'un angie égal à Targument de la période 2(o. 

12. En appliquant la doctrine antórieure à la fonction /(X + ct), on obtient le dévelop- 
pement 



f(X+a)=Ao-rAisin-^ I-A2 sin^-^^^ — + . . .+ cos — — 

CO 03 03 



Bi + B2 sin — — + B3 sin^ 

03 03 



qui, en posant 



X + a==^ 
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donne 



/te) = Ao + Al sin — te — a) + Aâ sin^ — te — a) + . . . + cos-^te— a) 



71 



Bi + B2 sin — te — a) 

CD 



+ B3 sin^ — (a? — a) + . . 

O) 



Ce développement a lieu dans Taire qu^on obtient en donnant à Taire considérée dans le 
numero antérieur un mouvement de translation qui transporte le point qui coincide avec Tori- 
gine des coordonnées, au point dont Taffixe est et. 

Les coefficients Ao, Ai, . . ., Bi, B2, ... de cette formule sont donnós par les formules 

(20.), (21.), (22.) et (23.) en j posant 



F(.)=/(i^ + a)-/(iií^t^ + «), 



J OòX 



F, (x) =/^^ + «j +f\^-l^ + a 



(O (x + x) 



En posant dans les formules antérieures a== — -, 



on trouve 



f(x) = Ao + Al cos — ■ + A2 cos^ — + ... — sin — 

O) (O (D 



Bi + B2 cos — ^ + B3 cos^ -^ + 

CO iú 



Les coefficients sont donnés par les formules (20.), (21.), (22.) et (23.) en y posant 



13. Pour faire une application de cette formule considérons la fonction elliptique 

2kx 



/(^) = sn-^, 



%ik^ 



qui admet les périodes 2% et — r— et les pôles 



idkl . , %ik^ 
__ + „x + m-^ 
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{n et m étant des nombres entiers) et supposons, pour simplifier, que k et k' sont des quan- 
titées réelles. 

II est facile de voir, en ayant égard à ce que les ordonnées maximums de la courbe 
I sin 2 1 = c (ou c > 1) sont égales à log (c + \/c^ + 1)? que la fonction considérée est holomorphe 
dans la bande infinie limitée par les deux branches de la courbe 



sm 2; 



. Tíik^ I 



'quand k et k' vérifient la condition 

%k' 



2^ > log (1 + v/2). 



Dans cè cas on a 



2kx 

sxi = Ao + Al sin X + A2 sin^ í:^ + . . . + cos x [Bi + B2 sin cc + B3 sin^ a? + • • • ]• 



Mais, en remarquant qu' est 

2kx\ 



on voit qu" est 



et, en remarquant qu' est 

on voit ensuite qu'on a 
On a donc 



2kx\ (2kx^ 

sn I = — sn 



Ao = A2 = A4 = Ae = . . . = O, 
Bi=B3 = B5=B7-...=0: 



2k(x + T:) 2kx 
g]2 ^ = — sn . 



B2=B4-B6-=...=:0. 



sn = Al sin a? + A3 sin^ a? + A5 sin^ a? + • • • 5 



% 



et par conséquent 



sn í2? = Al sm -^ + A3 sm^ -^ + 
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Les coefficients qui entrent dans cette formule doivent être determines par Ia formule (21.) 
en j posant 

2kx 2k(x + %) ^ 2kx 
F (x) = sn sn — -^ -= 2 sn . 

Le développement qu^on vient de trouver a lieu dans Taire infinie limitée par la courbe qu'on 
obtient en transformant la courbe dont Téquation est 



! sm ^ = 



. rdk' 
sm 



2k 



comme on a dit dans le n.^ 11. Én particulíer elle a lieu pour toutes les valeurs réelles 
de X, 

14. Nous pouvons dóterminer un développement de sníc qui est appiicable pour toutes 
les valeurs de k et k' et pour toutes les valeurs réelles de x, comme on va voir. 
Considérons la fonction 

rdk' 
qui admet les périodes 2% et — r— et les pôles 



. TU . , rdk' ., . , rdk' 

n et m étant des nombres entiers, et supposons encore que k et K sont des nombres 
réels. 

Comme les pôles de la fonction considérée ont les mêmes abscísses que les points de la 
courbe | sin^ | = c oii Tordonnée est minímiim, on voit qu'il existe une valeur de c, supérieure 
à Tunité, telle que la fonction /(^r) est holomorphe dans Taire limitée par les deux branches 
de cette courbe. Cette valeur est donnée par Téquation 



. / Tl , líik' \ 



rdk' 
cos- 



2/c 

Nous avons donc, dans Faire considérée, 
2k 



2k ( t\ 

- — [x — ^j = Ao + AisinaJ-fÁ2SÍn^íc-f. . .+ cosa?[Bi -f-Bs sin;i? + B3 sin^íP + . • .]• 
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Cette égalité donne premièrement 



sn o? = Ao + Al cos —j- + A2 cos^ ^7^ + . 



-sm 



2k 



Bi+B2COS-2^ + B3COs2-^ + . 



et, à cause des égalités 



sn (— x) = ~ sn íT, 
sn (x + 2A:) = — sn íp, 



elle donne ensuite 



. %x 



Bi+Bscos^U + Bscos^U 



Les coefíicients Bi, B3, B5, . . . doivent être calcules au moyen de la formule (23.) en y 
posant 



F(^) = sní- 



2kx 



k] — sn 



2k(x + %) 



^h 



/d==2sn 



/ 2kx 



-kl 



Le développement que nous venons de trouver a lieu pour toutes les valeurs de x repré- 
sentées par les points de Taire qu'on obtient en transformant Taire limitée par les deux 
branches de la courbe 



sm z = cos 



%ik' 
2F"' 



comme on Ta dit dans les n.**^ 11 et 12. En particulier il a lieu pour toutes les valeurs 
réeiles de x. 
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m m SEIS DRIOiEES Syiflií LES PUISSÍCES OlE FOiíi OOiÈE 



(Journal fiir die reine iind angewandte Mathematik, 
gegriindet von Crelle-Berlin, 1896. Band 116) 
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INTRODUCTION 



Les formules de Lagrange et de Bilrmann et eelle de Laurent sont des cas particuliers 
d'une formule qui donne le développement des fonctions en série ordonnée suivant les puissan- 
ces positives et négatives d'une autre fonction. Cette formule, qu'on obtient en généralisant 
la méthode au moyen de laquelle on trouve ces formules-là, est donnée dans les premiers 
n^^ de ce travail. Mais cette généralisation facile n'est pas le seul but que nous avons en 
vue; notre but principal est de présenter quelques conséquences de la formule considórée, 
qui nous paraissent offrir quelque inter et. 

La première application concerne les développements ordonnés suivant les puissances de 

7-. Nous démontrons premièrement que, étant donnée une fonction holomorphe dans la 

couronne limitée par deux circonférences dont les centres ne coíncident pas, on peut déter- 
miner a et ô de manière qu^elle soit développable en série ordonnée suivant les puissances de 

j- convergente dans la couronne considérée. Ensuite nous faisons voir qu'on peut deve- 

lopper, au moyen de séries de cette forme, les fonctions holomorphes dans une aire limitée 
par des droites, ou par des droites et par des ares de circonférence, et nous arrivons à un 
théorème qui contient comme cas particulier un théorème donné par M. A^pell dans les Acta 
mathematica (t. i, p. 111). Nous donnons enfin une méthode pour former des fonctions holo- 
morphes dans une aire limitée par des droites, qui ne peuvent pas être continuées à Texté- 
rieur du contour de Taire. 

La deuxième application concerne les développements ordonnés suivant les puissances de 
siníc. Nous avons considere déjà ces développements dans un mémoire publié dans le tome 
116 de ce Journal, et nous allons faire voir maintenant que la méthode pour déterminer les 
coefficients du développement y donnée est applicable aux fonctions qui admettent des pôles. 

La dernière application concerne les développements ordonnés suivant les puissances de 

e ' . A cet égard je donne une démonstration, que je crois nouvelle, de la formule de Fou- 
rier pour le cas des fonctions de variables complexes périodiques, et encore une extension 
de cette formule, applicable dans le cas ou la fonction considérée n'est pas périodique. 
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Sixx» le <iéveloppemerLt de f{x) eu série orcLonnée 
STxivan.t les pixissartces positives et négatives dLe {x) 



1. Supposons: 1°. que / (25) soit une fonction holomorphe dans une couronne A, limitée 
extérieurement par une courbe S et intérieurement par une courbe 5; 2°. que O (z) soit une 
fonction holomorphe dans Taire hmitée par S, possédant à Tintérieur de ce contour un seui 
zero a; 3^. que x soit Taííixe d'un point de Tintérieur de la couronne considérée; 4^. qu'on 
ait, pour tous les points z du contour S, 

|e(a.)|<ie(.)i, 

et, pour tous les points du contour s, 



L^équation 



\Q{x)\>\Q{z)\. 
e(z) — e(a;) = 



a, dans ce cas, une seule racine z = £c à Tíntérieur de S, comme on le voit au moyen de 
Tégalité 



^Ws 



e'{z)dz 



Q{z) — Q{x) 2i% 



Q{z) 






'^dz_ 
Q{z) ' 



dont le premier et le dernier membres représentent respectivement le nombre des racines de 
réquation considérée et celui des racines de Téquation Q {z) = qui existent à Tintérieur de 
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S ; et le théorème de Cauchy donne 

f{z)Q'(z)dz [ f{z)Q'{z)dz 






e(z)-e(x) j^e{z)-e(x)_ 



Les intégrales, qui entrent dans cette formule, peuvent être développées suivant les 
puissances de (cc) au moyen des formules 

r fiz)&iz)dz g f fiz)&iz)dz 

rnz)e'(^dz _ - 1 r^(,)e-(.)e'(.).^.. 



On a donc la formule 



/(.)=J^A.e.(»,+J_^, 



OU 



_ 1 r f(z)e'(z)dz 

laquelle donne le développement de f(x) suivant les puissances positives et negativos de G (x). 

2. Si la fonction f(z) a un nombre fini de points singuliers dans Taire limitée par la 
courbe s et ces points sont des pôles, les intégrales qui entrent dans la formule precedente 
peuvent être obtenues de la manière suivante. 

Soient 6i, ôg, . . ., bj^ ces points et soient ci, C2, . . ., c/^, c des circonférences dont les 
<íentres sont les points d''affixes bi^ b^^ . . .^bj^^ a et dont les rayons sont assez petits pour 
qu'ils n'existent pas deux à Tintérieur d'une même circonférence. On a 

1 r f{z)Q'{z)dz ^ 1 C f{z)dz |, 1^ f f(z)dz 



1 f f(=^)dz 

"" Bixjg e«+i(2) 2mJ^ne»{z) ,n = i2nÍT.J,^ Q" (z) ^2ni%j^ 0» (z) ' 
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et par conséquent, a étant le degré de multiplicité du pôle 6^5 



k i 
k i 



á« //'(a;)(a)-&^r-+l 



áa;« \ ©" H 






d!"-i //'(a;) 



díc»-' \ e» (cc) 



c?a;' 



-(/'(a.)e»(a.)(a.-5„)«+l) 



^=&« 



ou 6 (cc) = --^, 

^ X — a 

II peut arriver que a soit aussi un pôle de f(x). II est facile de voir qu' alors on doit 

calculer A^^ au moyen de la formule 






dx'- \ e- {x) 



^p+n ///(^)(^_a)P+i 



x=&^^(^+P)!^^ LdxP+^\ ^n^) 



P représentant le degré de multiplicité du pôle a, et que la formule qui dorme B^ doit être 
remplacée par la suivante : 



Bw = — 2 — T— 

m = l Cíln 



á^- 



cZíC« 



(/(íc)0-H(í^-ò^)«+l 



1 



x=h^ (^-n)híi 



d^-^ 



dx^-^ 



{f'{x)Q\x){x-af+^-'^) 



quand n~^^. 

Les formules antérieures ne donnent pas les valeurs de Ao, mais on peut les trouver au 
moyen de la formule 






qui donne 



k i 

Ao== S — - — ^p-T- 



d'-^ (f{x)e'{x){x-h^f 



dx^--^\ ^{^) 



+/W, 
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quand a est un point ordinaire de /(«), et 



Ao= 2 



= 1 («-!)! Láíc«-i 



à"—'^ (f{x)Q'{x){x-K 



e(cc) 



x = b^ 



+- 



áP /f(x)&ix)(x-a)'^ 



ãx? 



^(x) 



quand a est un pôle de f{x). 
3. Considérons Téquation 

e (x)= (x— a) e (x) = t, 

ou t represente un nombre donné tel qu'il soit, le long de S, | (z) | > | í | et, le long de s, 
I («) I < I í I . L'équation (as) = í a alors une seule racine dans la couronne limitée par les 
courbes S et s; on voit, en eíFet, au moyen des égalités 



1 f e'(z)ãz _ 1 

2k /g 0(z) — í "" 2t7c 



Q'(z) , , r e'(z) , , 



0(.) 



02 (z) 



1, 



1 r e'(z)dz 



2ÍTZ 0(2) — í 2k 



^\l.fe'{z)ãz+^fe'iz)e^z)dz+... 



-o, 



que réquation considérée a une racine á Tintérieur de S et qu^elle n'a aucune à Tintérieur 
de s. 

Cela pose, si Ia fonction f(x) est holomorphe dans la couronne limitée par S et s^ Ia 
formule 

f(x)= 2 A„íH- 2 -f, 

íi = n = l ^ 

ou An et Bn représentent des coefficients qui sont donnés par les formules trouvées anté- 
rieurement, donne le développement de la fonction f(x) de la racine considérée suivant les 
puissances de t. 

Considérons, par exemple, Téquation de Kepler 

x = a-{-eúnX) 



et soit /(£c) = 



X — a 
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On a alors 



Donc 
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. cos a 

Ao= : . 



A _ 1 c?^+^ (sin^ a) 

Bl=-r^, B2==B3=...= 0. 



cosa ^ 6^ íZ*^+^ (sin^ a) 



â2 — a sina w = i(^+l)!^' íía^+^ esina' 
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II. 



Sixr* los séries orclonnées STxivant les pixissances cie 



X — a 



4. Pour faire une première application de la doetrine antérieure, considérons les deve- 

-Y", a et ò étant deux nombres donnés. 



loppements ordonnés suivant les piiissances de 

Pour étudier ces développements, il faut chercher deux courbes S et s telles que, pour 
tout point 2; de S et pour tout point x à Tintérieur de la couronne qu'elles limitent, on ait 



X — a 



< 



z — a 



et, pour tout point s de 5 et pour les mêmes valeurs de cc, ou ait 



X — a 



X — 6 



> 



z — a 



On est ainsi conduit à considérer les courbes données par Téquation 



z — a 



c, 



C étant une constante, ou, en posant 2 = X + íY, a = a^-^p, J = a^-|-^p^, 



(1.) 



(X-a;i)2 + (Y-2/0^ 



(1 — C2)2 
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ou 

Cette équation represente des circonférences dont les centres (íci, ?/i) sont placés sur la 
droite qui passe par les points dont les affixes sont a et 6. 

Aux valeurs que prend C^, quand il varie depuis O jusqu'à 1, il correspond un ensemble 
de circonférences dont les rayons varient depuis O jusqu'á Finfini et dont les centres varient 
depuis le point (a, [3), qui represente a et qui correspond à C = O, jusqu'à l'infinÍ5 en restant 
toujours du même côté du point (a, P). Chaque circonférence de cet ensemble contient à 
rintóriear celles qui correspondent à des valeurs inférieurs de C", et le point dont Taffixe est 
a, est à rintérieur de toutes ces circonférences. 

Aux valeurs de C^ comprises entre go et 1 correspond un autre ensemble de circonfé- 
rences dont les rayons sont compris entre O et oo et dont les centres sont compris entre le 
point dont Taffixe est 5, qui correspond à C^= oo, et Tinfini, en restant tous du côté opposé, 
par rapport á (a, P), de ceux des circonférences du premier ensemble. Chaque circonférence 
de cet ensemble contient à Tintérieiír celles qui correspondent à des valeurs supérieures de 
C^, et le point dont Taffixe est h est à Tintérieur de toutes ces circonférences. 

En cherchant les points d'intersection de la droit dont Téquation est 

Y-p _ X-oc 

5 



Vi — p í^i 

laquelle passe par les points a et h^ avec les circonférences représentées par Téquation (1 .), 
on trouve pour les valeurs des abscisses x^ et x' de ces points 

oí-^Ca' „ a + Qa! 

x' 



1-C ' 1+C ' 



a-\- a 



et on voit qu'elles tendent la première vers Tinfini et la seconde vers — ^ — , quand C"^ tend 

vers Tunité. Donc les deux ensembles»de circonférences représentées par i'équatioii (1.) sont 

separes par une droit K, perpendiculaire á la droite des centres, qui coupe cette droite dans 

un point équidistant de (a, p) et (a^, pQ, et les circonférences des deux ensembles tendent 

vers la droite K quand C^ tend vers 4'unité. On peut même voir que la droit K est le lieu 

, , z — a 

des pomts ou =- =1. 

z — h 

5. De ce qu'on vient de démontrer dans les n^^ précédents^ on conclut que, si la fon- 
ction f{x) est holomorphe dans une couronne limitée par deux des circonférences représentées 
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par les points de rintérieur de cette couronne 



(3.) 






x—hY 



kn et B^ étant des constantes qu^on determine par la méthode donnée dans les n.°^ 1 et 2. 
Dans le eas parti culier oíi la fonction /(cc) est holomorphe dans celle des moitiés, dans 
lesquelles la droite K divise le plan, qui contient le point a, on a 



f(x)= s aJ— -4 



Cest ce qu'il arrive dans le cas de la fonction logcc, dont le développement suivant les puis- 

sarices de — --— , qui est bien connu, peut être obtenn de la manière suivante. 
x-\-a ^ 7 r 

On a 



(^-^)"-á.^i 



2niií J ^ z{z — ay n\ L dz 



(2-*(._S)«) 



Mais on trouve au moyen de la formule de Leibnitz 



d'' w 7x X ^!6^ 



dx 



v^n+i ; 



et par conséquent 



-J 1 {x-Hx-bf)= ^--(x-Ux-by-^(x-b))=^^^—^. ~ (x- 



+^''~^)£^^^''~'(''""^)'~'^' 



Donc 



*L^(«'-H^-W = ('^-i)!^ 



dx' 



X \x 



(n-1)! 



(sen — J«). 



On a donc 



, , , S 1 a^ — Z»^ /x — aY 

log X = log a + 2j — , - ' * 



n^i n ' à^ \x — b 
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En posant b = — a il vient la formule connue 

loga? = loga + 2 S , i f — 7— 






laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de celle des deux 
moitiés, dans lesquelles la perpendiculaire à la droite qui passe par les points d'affixes a et 
— a divise le plan, qui eontient le point a. 

6. Voici une question qui se presente maintenant. Etant données deux eirconférences 
dans le plan de représentation des íc, Tune placée à Tintérieur de Tautre, et une fonction /(ít?) 
holomorphe dans la couronne limitée par ces eirconférences, est-il toujours possible de former 
une série de la forme (3.) qui la represente dans la couronne considérée? 

Supposons premièrement que le centre de la circonférence extérieure coincide avec Tori- 
gine des coordonnées, et soient Ei et R2 les rayons des eirconférences extérieure et intérieure, 
x^ et y les coordonnées du centre de celle-ci. 

Pour résoudre la question considérée il faut voir si les deux eirconférences données sont 
comprises entre celles que represente Téquation (1.), et, par conséquent, s'il existe un système 
de valeurs réelles de Cf, C3, a, p, a', p', telles qu'il soit 



■^ j«-a'G1 = (l-C|)aj', p-P'CI = (l-C|)y, 



(5-) 



{1-Clf 



Or les quatre premières équations donnent 
et les deux dernières donnent ensuite 



R'2 _ C?(l— C-2j' / /2 I /2X T^2 _ ^^(l — Cy . /2 , y2N 
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et par conséquent, en posant Ri — R^ = fc, -^r- = m, vx''^ + 2/'^ = P> 

k — ~:p=: — r-p^ — P, TO — 



En éliminant Cf et C| entre ces équations, on trouve premièrement 
(6.) Cl ■■ 



p — C^k 

fc-Cgp' 

et ensuite 



kç (C| - 1) + [m (p' - k') -k'- f] O, (Cl - 1) = O, 



OU 

/bp (Cl+1) + C, [m {f-lâ)'-l<?-'^''] = 0. 
Cette équation donne pour C2 deux valeurs, qui sont réelles quand on a 

{f - lê) [p2 (m - If -k^{m + 1)2] > 0. 

Or, comme la circonférence dont le rayon est R2 est placée à Tintérieur de celle dont le 
rayon est Ri et comme p represente la distance des centres, on a 

p<Ri — R2, p<Ri+R2, 

et par conséquent 

p<Ã:, p(77l — 1) <A:(77l+ 1). 

Les deux valeurs consideres sont donc réelles. 

On peut encore remarquer que ces deux racines sont reciproques; soient donc représen^ 

tées par t et — . En substituant ces valeurs dans Téquation (6.) il vient, pour déterminer Ciy 
z 



p, p — tk p íp — kl 

k — ^p ' tk— p V ' 



et on voit que les deux valeurs de Ci sont aussi reciproques Pune de Tautre. 
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En substituant enfin les valeurs qu'oii vient de trouver pour Ci et C2 dans les équations 
(4.) on obtient les valeurs de a, p, a^, p\ On trouve ainsi, en posant Ci = t?, C2 = í, 



a = ■ 



-^_^2 ^' p - ,,2__^2 y^ 



et, en posant Ci = — , C2 = — , 



^- ^2_^2 ^' P - ^2_^2 3/. 
^ - í2_^2 ^^ P - í2_^2 2/- 



Si Ton permute dans le premier système de formules a et ol ^ [3 et [5^, on obtient le second. 
Ces formules ne déterminent donc que deux points (a, P), (ct\ p'), et ces points représentent 
les nombres a et S. 

De tout ce qui precede on conclut que les circonférences données sont comprises entre 
les circonférences réelles représentées par les équations (1.) et (2.), et qu'il existe, par con- 
séquent, une série de la forme (3.) qui represente, dans la couronne limitée par ces circon- 
férences, la fonction donnée f{x), Les valeurs des nombres a et h^ qui entret dans cette 
série, sont données par les formules qu^on vient d'obtenir, les valeurs des coefficients sont 
données par les formules obtenues dans les n^^ 1 et 2. 

Nous avons supposé jusqu'ici que le centre de la circonférence extérieure coíncidait avec 
i^origine des coordonnées. Si le centre de cette circonférence est le point d^affiíce \ on peut 

orj' rt 

poser x = x' -{-\^ développer la fonction f(x' + ^) suivant les puissances de —j — 7- et rem- 

placer dans le résultat x' par x — \, 

II convient encore de remarquer que, dans le cas limite ou le cercle intérieur se réduit 
k un point (x' ^y')^ c'est-á-dire, dans le cas ou la fonction f(x) est holomorphe dans un cercle 
donné, le point (x',y') de son intérieur excepté, on a, en premier lieu, a = x'j P = 3/', C2 = 0, 
et ensuite 



R? ' x' + y'- ' ' x" + 7/'^' 

Les constantes a et 5, qui entrent dans le développement de f(x), sont alors données par les 



Hosted by 



Google 



141 



formules 



p2 

X -f-y 



le point h est donc Tinverse de a par rapport au centre du cercle donné. 

7. Pour faire une première application de la doctrine antérieure considérons une aire A 
limitee inter ieurement par des ares de circonférence si, Sâ, ..., % limitée extérieurement, 
dans une direction, par une droite K, qui ne coupe pas ces ares, et infinie dans les autres 
directions; et supposons que les circonférences auxquelles appartiennent les ares consideres 
ne coupent pas Taire A et que/(íc) soit une fonction holomorphe dans cette aire. Prenons à 
rintérieur de A un point d'affixe a et sur la droite perpendiculaire à K, tirée par ce point, 
un autre point d'affixe b tel que les distances des deux points à K soient égales. Tirons en- 

suite une des circonférences représentées par Féquation 



X — b 



= const., dont le rayon soit 



assez grand et le centre assez éloigné de la droite K pour contenir à Fintérieur les ares 

51, §2, • • • . 

Cela pose, nous avons, C représentant cette circonférence et x TafiSxe d^un point de Tin- 
térieur de Taire limitée par C et par 5i, s^, . . ., 



/H= 



2i~ 



f(z)e'(z)dz 

c e{z)-e(x) 



k 

E 

W = l 



f(z)&(z)ãz 



e{z)-e{x)\' 



ou G (z) = 7-. 

^ ^ z — b 

Mais 



0^(^) 





e(z) — e (x) 

f f(z)e'(z)ãz 
j^e(z)-e{x)- 

f fiz)dz , r f{z)ãz 


Z — a z — b ' 


{z) dz 




f(z)e'(z)ãz 


n = \X — bj 
Í ^ 


r f{z)ãz 


Q(z)—e{x) 


^ 'rn {X — Gr^) 


X c^ 





oú Cl, 02, ... représentent les aíBxes des centres de si, 52, . . .. 

En remarquant maintenant qu'on a \z — Crn\<\x — Cm\y\Q long de .s^^ on vpit que la pre- 
mière des intégr ales, qui entrent dans le dernier membre de cette égalité, peut être deve- 
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loppée en série ordonnóe suivant les puissances de —^ et qu^on a par conséquent 






GÍ — I représentant, suivant Tusage, une série ordonnée suivant les puissances entières 

et positives de 



Nous avons dono la formule 



^^"^-ãMi^J+iM-^ò 



qui a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de Taire limitée par C et 
par les ares «i, «2, «3, .... 

Les valeurs de A„ sont données par la formule 

1 /* f(z) & (z) dz _a—b f f(z) (z — by-^ ãz 



2ÍT L. 0^+1(2) ^^'^ /c {^ — af^^ ' 



les autres circonférences représentées par Téquation 



= const,, qui la contiennent à 



laquelle fait voir que ces valeurs ne changent pas quand on remplace la circonférence C par 

X — a 

X — b 

Tintérieur; et, comme ces circonférences tendent vers la droite K, on peut énoncer le théo- 
rème suivant: 

Toute fonction holomorjphe dans Vaire limitée intérieurement par ães ares de cercle et exté- 
ríeurement par une droite peut être développée en série de la forme suivante: 



/<""=.S>-(S)"+Í.«-(^d' 



qui a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de cette aire. 

II est facile de voir que cette formule a encore lieu lorsque les circonférences antérieures 
se reduisent à leurs centres. 

8. Une autre quegtion qui mène à des séries de la forme considérée est celle du déve- 
loppement des fonctions holomorphes dans une aire limitée par des droites. 

Soient Kl, K2, K3, . . . des droites qui limitent une aire A donnée, mais ne le coupent 
pas, X un point de son intérieur et f{x) la fonction considérée. Par le point b de Tintérieur 
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de A tirons des droites perpendiculaires à Ki, K2, K3, ... et soient «i, «1, «3? • • • des points 
de ces perpendiculaires tels que leurs distances à Ki, Ks, . . . soient respectivement égales 
aux distances de h aux mêmes droites. 

On a, en vertu du théorème de Cauchyy 



oú iz) = 



z — a 



z-b' 
Mais, comme on a 



&{z) 



e{z) — e{x) z—x 



:-b' 



on 



voit que la fonction J^ / / J^ ; , est indépendante de a, et qu^on peut par conséquent 

O (z) — O (x) 



écrire, en rendant explicite la constante a qui entre dans la fonction (cc) 

f(x)-f(h)= y -^í f{z)Q'{z,am)dz 
•'^ ' -^ ^ ^ „,=! 2i%j^ e (z, a„) — e {x, ««) ■ 



En remarquant maintenant qii'oii a 

x — h 



00 Ujy 



< 



:-b 



pour tous les points x de Tintérieur de Taire A et pour tous les points z de la droite K»j, on 
conclut que Tintégrale 

f(z) & (Z, Gm) dz 

^ (s, a^) — {x^ %^) 



x — b 



peut être développée en série ordonnée suivant les puissances entières et positives de 
On peut donc énoncer le théorème suivant: 

Toute fonction f(x) holomorpJie dans une aire limiiée par des droites, qui ne la coupent 
pas^ est développahle en série de la forme 

quand x est Vaffixe d\cn point de Vintérieur de cefte aire. 
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9* On peut démontrer, au moyen de considérations analogues à celles qu'on vient d^em- 
ployer pour démontrer les théorèmes antérieurs, le théorème suivant: 

Toute fonction holomorjphe dans Vaire limitée extérieurement par des droites et par des ares 
de circonférence et intérieurement par des ares de circonfêrence est développahle en série de la 
forme 

/(^) -fQ>) = S S Ai") (-^=^] + SP„ {X - Q + SG,„ (— ^— ) 

(ci, C2, ... représentant les centres des ares extérieurs, ci, C2, ... ceux des ares intérieurs 
et X un point de Tintérieur de Taire), si ni les droites ni les circonférences considérées ne cou- 
pent pas Vaire, 

Ce théorème contient un théorème démontré par M. Appell dans les Acta mathematica 

(t. I, p. 111). 

IO. Nous avons supposé jusqu'ici que b était Taffixe d'un point de Taire A. On peut 
trouver, au moyen de la même méthode, une formule applicable lorsque ò est Tafíixe d'un 
point de Textérieur de Taire considérée. Si Ton represente par a^ les valeurs de a^ qui sont 
les aíBxes de points du plan placés du même côté que Taire A, par rapport aux droites Kmi 
et par a^ les autres valeurs de a„^, on a alors 



m = i n = l \«^ ^m/ m = l n = \ ^ ^ / 

11. Une conséquence qu'on tire des théorèmes qu'on vient d'énoncer, laquelie nous fe- 
rons ici remarquer, c'est que les fonctions elliptiques peuvent être développées, d^une infinité 
de manières diíférentes, en des séries simples, dont les termes sont des fonctions rationnelles 
de íc, lesquelles sont convergentes dans un parallélogramme des périodes. 

Ainsi, par exemple, dans le cas de la fonction p (íc), nous avons, en considérant le paral- 
lélogramme des périodes dont le centre coincide avec Torigine des coordonnées, en posant 
J = O et en représentant par c une circonfêrence inííniment petite avec le centre dans Torigine, 

P(X) = ^ S f P(^)Q'(^,»'n) dz 1 rp{z)ãz , 1 C p{z)dz 

^ 211: .m==ij^^Q{z,am) — Q{x,am) 2Í7c/^ z — x ~^2ir^j^ z ' 
ou («, Um) = — ; mais ai — — as, a% — — «4, et 
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donc 






AO) 



X 



X — «1 






;r — «2 



« / 



X 



x-\-ai 



+ A^ 



X 



x + a^ 



ou 



AÍ/) = - 



a\ r p {z) (z — aiY~^ dz 



2iií 



Kl 



^n+1 



Af = - 



Ai^): 



Ai^^ = 



ct^ C p (z) (z — a^y^-^ dz 
ai r p(z)(z + aif~^dz 

"^7 Kg ^"^^ ' 

«2 f j) (z) (z + o^y-^ dz 



Mais, en posant z = — z\ il vient 



2)(z)(z—aiY- 



.n^l 



dz = — 



K3 









et par conséquent A,^,'^ = A,f, Af ^ = A,f ^ 
Donc 



1 



r A<'> 


A<'> 


Af 




(£C — ai)» 


(aj + ai)'' 


{x — a^y 


(« + «2)", 



Ori peut encore écrire cette formule de la manière suivante: 

i^('^) = ^ + j/-l)"-' ^"l^; ai [A!,"log(^^-«!) + A;f'log(a.^-a?,)]. 

12. La fonction /(a;), considórée dans le n^. 9, peut encore être représentée, dans Faire 
A, par un autre développement que nous allons trouver. 

Remarquons, en premier lieii, qu'on voit, au moyen des égalités (1.) et (2.) du n^. 4, que, 
si Ton donne un point d'affixe ò = a^-{-i^' et une circonférence dont le centre soit le point 
d'affixe c^^ = ^r^ -f i2^' et dont le rayon soit R,^, on peut trouver un nombre a^^ = a + i[i tel que 
s 
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cette circoníérence appartienne à Tensemble de circonférences représentées par Téquation 



X Círn 

X — h 



■■ cost. 



cette valeur de a^ est donné par Téquation 



RU«'+^?) 



[(a^ - o!f + iy' - ^'f - ^l] (o^ + iy') 



(^•'-«')' + (y-P')' 



(^-«T+(y-P') 



/\2 



Cela poséj prenons, comme antérieurement, un point i à Tintérieur de Taire considérée 
et faisons correspondre à chaque droite du contour et à chaque circonférence un point, qu'on 
determine par le moyen indique dans le n^. 8, dans le cas des droites, et par le moyen qu'on 
vient d'indiquer, dans le cas des circonférences; soient «i, a^, «3, . . . , a/^ les affixes de ces 
points. On a, représentant par si, sg, ..., sul^^ ares de circonférence ou les segments de 
droite, qui forment le contour de Taire, et par s^^ une quantité égale à + 1? lorsque s^^ f^i^ 
partie du contour extérieur, et égale à — 1, lorsqu'il fait partie du contour intérieur, 



f{cc)-m= i e r /(^'Q'w^^ 



ou, comme dans le n^. 8, 



f{x)-f{h)= S 3„ 






ou (2, a,n) = 



z — a-,n 



Mais on a, le long de s^^. 



X 


-h 


< 


Z-b 


X- 


- Clm 




z— 0^ 



Donc Tintégrale 



f(z)&{z,a^:;)dz 



peut être développée suivant les puissances entières et positives de 
par conséquent le développement 



x — a^ 



-; et nous avons 



k 00 






h Y 



convergent à Tintérieur de Taire considérée. 
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Si h represente un point de rextérieixr de Taire A, cette formule doit être remplacée par 
la suivaute: 

/H= S S Ar > -^ +22 ^f , 

011 cí^ represente les valeurs que prend a,,^ lorsque a^^^ et x sont tous deux à Tintérieur ou 
tous deux á Textérieur de la circonférence à laquelle appartient Tare %, et «J,'^ represente 
les autres valeurs de a„,. 

13. Nous terminerons ce que nous avons à dire à Tégard des séries ordonnées suivant 
les puissances de =r- en faisant voir qu'on peut former, au moyen de ces séries, des 



X- 



-ò 



fonctions holomorphes dans une aire limitée par des droites ou par des droites et des ares 
de circonférence, lesquelles ne peuvent pas être continuées à Textérieur de cette aire. 
Soit 

(7.) Ao + A,X + A2X2 + A3X3 + ... 

une série convergente á Tintérieur d\m cercle de rajon égal à Tunité, laquelle represente 
une fonction qui ne peut pas être continuée à Textérieur de ce cercle (on connaít un grand 
nombre de séries qui sont dans ce cas); et soit K une droite qui passe par le milieu du se- 
gment de droite determine par deux points dont les affixes sont a et & et y soit perpendi- 

culaire à ce segment. La série qu'on obtient en posant X = =— , c'est-à-dire, la série 



(8.) Ao + á„(^|-|-)+aJ-* ^'' 

est convergente dans celle des régions du plan de représentation des x^ dans lesquelles le 
divise la droite K, qui contient le point d'afíixe a. EUe represente donc, dans cette aire, une 
fonction holomorphe, et nous allons démontrer que cette fonction ne peut pas être continuée 
à Textérieur de Taire considérée. 

Soit, en effet, ii Taffixe d'un point de cette aire, voisin de K. II existe une quantité po- 
sitive p et une série 

(9.) Jo + J^(^_^,)-l-J2(í^-^0^ + J3(^-^^)^ + ..., 

convergente dans le cercle de rayon p et de centre ií, telle que la fonction déíinie par cette 
série et Ia fonction déíinie par la série (8.) coincident dans la partie commune des aires de 
convergence des deux séries. 
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Mais, en posant 

^^ X — a . it — a 

^ = T? ^ = T' 

X — o u — o 

la série antériéure se réduit á la suivante 

a — b \^ /X — A\^ 



laquelle est donc convergente, lorsque 

X-A 



X-1 



I A-1 



lu-hl' 



c'est-á-dire, dans un cercle, qui existe dans le plan de représentation des X, lequel contient 
à rintérieur le point A. Or, ce cercle doit être tout à Tintérieur du cercle de convergence 
de la série (7.), parce que la fonction définie par le série (10.) doit coíncider, dans le voisi- 
nage du point A, avec la fonction définie par (7.) et cette fonction ne peut pas être continuée 
à Textérieur de ce cercle. Le cercle de convergence de la série (9.) doit donc être aussi tout 
à rintérieur de Taire de convergence de (8.). Comme cette circonstance se donne, quelque 
petite que soit la distance du point d'affixe u à la droite K, on conclut que la fonction définie 
par la série (8.) ne peut pas être continuée au dela de la droite K. 

Cela pose, soient: 1°. Ki, K9, K3, ... des droites qui limitent une aire A, mais ne la 
coupent pas; 2°. a Taffixe d'un point de Tintérieur de cette aire; 3°. 61, 5^, Js, • • • les affixes 
des points placés respectivement sur les perpendiculaires á Ki, ILi^ K3, ..., tirées par le 
point d'affixe a, dont les distances à ces droites-ci sont respectivement égales aux distances 
du point correspondant à a aux mêraes droites. 

Les séries 

S A ("^-«V S A {^^^ 

sont respectivement convergentes, dans la moitié du plan déterminée par Ki et o, par K^ et 
a, etc, et les fonctions qu'elles représentent ne peuvent par être continuées au dela de ces 
droites. 

Considérons maintenant la somme des séries precedentes: 

S= E aJ^^) + S A„ 



w=o \x — biJ n=o \x — b^ 

Cette somme represente une fonction holomorphe dans Taire A, et nous allons démontrer que 
cette fonction ne peut pas être continuée á Textérieur de cette aire. 
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En eíFet, si cette fonction peut être continuée au dela de la droite Ki, par exemple, il 
existe un point d'affixe u et une série de la forme 

convergente dans un cercle de rayon p et de centre d^affixe w, lequel coupe la droite, tels 
que les valeurs de la série coineident avec les valeurs de S dans la partie commune des ré- 
gions de convergence des deux développements. En approchant le point d'affixe u de la droite 
Ki, on peut tirer un autre cercle Ci de rayon égal à pi et de centre d'affixe i^i, qui coupe 
encore Ki, qui soit á Tintérieur du premier et qui ne coupe pas les droites K2, K3, . . .; et 
il existe encore une série de la forme 

hl + 'b'[{x — Ui) + l'i(x — u{f-\-, . ., 

convergente dans ce cercle, dont les valeurs coineident avec les valeurs de S dans la partie 
commune des régions de convergence des deux développements. 

Comme le cercle Ci est á Tintérieur des aires dans lesquelles les séries 

S A r^Zl^V S A f^H^V 

sont convergentes, on a aussi, dans ce cercle 



^ / ^ a\^ 



n--=0 



On a donc aussi, dans le cercle considere, 



^-{-^{{x—Ui)-^.,,- 



i:k{^^^\+ s a/^~^ 



n=o " \x — b^J „=o '^ \x — h\ 



=d{)^d{{x—Ui)-^d^2^x—u^)^-{'. . . . 



^j dans la partie du 

cercle Ci qui est á Tintérieur de Faire A. Donc la fonction définie par cette série peut être , 
continuée au dela de Ki, ce qui est absurde. On conclut donc que la fonction définie par la 
série S ne peut pas être continuée à Textérieur de Taire A. 
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14. On peut aussi former par ce moyen des fonctions holomorphes dans une aire donnée 
A, limitóe extérieurement par des droites et par des ares de circonférence et intérieurement 
par des ares de circonférence, qui ne peuvent pas être continuées à Textérieur de A. 

Soient Cl, C-2, C3, ... les circonférences auxquelles appartiennent les ares qui forment 
le contour de A et Ki, K2, K3, ... les droites données, et supposons que ces droites et ces 
circonférences ne coupent pas Taire A. 

A chaque circonférence et à chaque droit il correspond deux nombres a^^ et c^ {cm étant 
égal á Tunité dans le cas des droites) tels qu^elle peut être représentée par Téquation 



(11.) 



x~a^ 



Cela pose, on voit comme antérieurement que, si la série (7.) represente une fonction qui 
■ ne peut pas être continuée à Texterieur d'un cercle de rayon égal à Tunité; la série 

represente une fonction holomorphe dans une aire, qui contient Paire A, laquelle ne peut pas 
être continuée au dela de la droite ou de la circonférence représentée par Téquation (11.). 
La somme 

Lu ^-i I 



= in=o c;; \x 



represente donc la fonction qu^on voulait former. 

L'aire A peut, en particulier, être limitée seulement à Texterieur ou seulement à Tinté- 
rieur. Dans les cas ou elle est limitée intérieurement, les fonctions qu'on obtient au moyen 
de la méthode precedente ont des lacunes limitées par des ares de circonférence. 
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.Sizi? le développeinerLt d.es fonotioias eu serie orcLoixnee 
siiivartt les pixissaxioes cie siix x 



15<. Considérons maintenant les développements ordonnés suivant les puissances de sin x, 
Nous avons déjà vu, dans un mémoire publié dans ce journal (t. cxvi, p. 14), que Téquatioii 
|sincc|==c represente des courbes ferméeS; lorsque c^l, et nous y avons trouvé le dévelop- 
pement des fonctions holomorphes dans Taire limitée par une de ces courbes. Si la fonetion 
f(x) est holomorphe seulement dans la couronne limitée par deux des courbes considérées, 
on peut trouver son développement suivant les puissances positives et négatives de siníc au 
moyen des formules données dans le n°. 1. Alors, si la fonetion n''a, à Tintérieur du contour 
s, qu'un nombre limite de points singuliers, les coefficients du développement sont donnés 
par les formules 

A' _ -^ f f(z) COS zdz __ 1 rf'{z)dz 

An ■"" - ~ 



2^^l:J^ sin^+i^ 2ni% J ^ siri^ z ' 

, 1 ' r f (z) cos zdz 1 ,^ f f{z)dz 



2ÍTí rn^i L sin"+^ z 2ni% m=il sin^ z 



B. = - 



-A^Jf(z)sin^^zdz. 



A Tégard de A^ et B^ nous n'avons rien à ajouter à ce qui resulte immódiatement de la 
théorie générale. Mais la méthode qui resulte de cette théorie pour le calcul de A^^ peut être 
remplacé, comme dans le cas considere dans le mémoire rapporté, par une autre plus simple, 
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qui resulte des égalités 

1 f fiz)dz _/^^+*)(0)+4!^i/"^-'^(0)+---+4V^^) 



2(27i + l)ixj^sin2-'i+l2 (2-/Í + 1)! 

2. 27] ITT j^ sm2^2 (2-/])! 

lesquelles sont une consóquence de Tanalyse y donnée et ont lieu, lorsque la fonctioii/(íc) est 
holomorphe dans le voisinage du point d'afíixe 0. Nous rappelons qu'on represente par 4^^'Íi 
la somme des combinaisons des nombres 

p, 32, 5^ ...,(2-^+1)2 

pris m k m^ et par S^l^ la somme des combinaisons des nombres 

22, 4% 62, ..., (2^/] -2)2 

pris aussi m k m. 

Si le point d'affixe O est un pôle de f(x)^ dont le dégré de multiplicité est égal à j3, on a, 
en posant F (x)=f(x) mn^ x^ 

.> _ _1_ / /(g)co s z sinl^ 2 J. /^ F (^) cos ^ c^2 _ 1 f F^ (z) dz ^ 



^^■^j, sin^+P+í^ 2Í7ij^ sin^^+P+^z ^^^^'^ j, sin^^+P:r ' 

et, comme Ia fonctiun F {x) est holomorphe dans le voisinage du point d'affixe O, les égalités 
qu^on vient d'écrire sont applicables à Tintégrale qui entre dans cette formule. 

10. Pnur faire une première application des formules precedentes considérons la fon- 
1 



ction — . On a alors 

X 



. ir cos zdz 1 f únz cos z dz 

Am = - 



"^ 2ÍT. / c z sin^^+1 z 2i%\'z sin'^+2 ^ 



sin z 
Mais, en posant ==F(2;), il vient 



F(2-^)(0)==(-l)^.-^— , F(2*^+1)(0) = 0. 
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Donc 



F (2) cos z dz 



2^+1 2ÍT I sin^n+-iz '^^^{^■n + '^)l sin2-'i+2 



F'{z)dz 



(- 1)^+* 



s(») 



2h 



(2yí + 2)! [2yj + 3 2-^ + 1 
F (z) coszãz _ 1 f F' (2) dz _ „ 



sm 



2vi^2 2 2ix(2-/i + l)/^ sin2-1+l2 



- 3^ 



On a aussi 



B,= 



1 r sin2 



2i% 



ãz = l, B„ = 



(«>1). 



Donc uous avons la formule 



1 



S 



(_ 1)1+1 



ÍC 



sina; ^^o (2r( + 2): 



g(l) 
^2fy]+l) 



^2(7)4-1) 



2-/Í + 3 2-/| + l 



- 3 



sin^-^i+l*- 



Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de x qui sont représentées par les points de 
Taire limitée par celui des ovales | sin cc | = 1 dont le centre coincide avec Torigine des coor- 
données. 

1?. Comme seconde application considérons la fonction 



/H^ 



COSÍC 



On a 



. 1 f cos^ zdz 1 r sin 2 ^ cos z dz 



^ _, . . sin 2 2 
ou, en posant Jb (2) = — ^- — , 
^ z 



1 



r w{z)dz 

2ÍT^(n + l) / sm^^+^2 
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Mais, on a 



Donc 



22-/! 



F(2-'i)(0) = (-l)-^-^, F(2.+»(0) = 0. 



^--i+l 2Í7.(2-/i + 2)j^sin2-'i+"^3 .{^-q + 2) \ [~2'q + 3 ^2(-^+l) 2-/i + 1 +-- *"^C^+1)"3. 
On a aussi Bi = 1, B„ = (n > 1); et par conséquent nous avons la formule 



COSÍC 



1 ; (_l)-l+l r22(vi+l) (1) 22-'í (,) 2^ 



siníc n==o (2v] + 2) ! 



2^+3" ~ ^^■'i+l)2^TI ^ ■ • ■ - ^2W+1) 3"J 



sin^"^+^ íc. 
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IV. 



S-u-if la série cie Fourier, 



18. L'intégrale considérée dans le n°. 1 contient comme cas particulier Tintégrale 

-^ ir.z 

^-^ ; — , au moyen de laquelle on peut obtenir la série de Fourier. 

O) (O 

e —e 

Siipposons que la fonction f(x) admette la période 2oj, représentée géometriquement par 
la droite DA, qui fait un angle ógal á Targument de 2a) avec Taxe des abscisses et supposons 
que cette fonction soit holomorphe dans la bande comprise entre les deux droites parallèles 
DA et CB. On trouve au moyen du théorème de Cauchy^ en représentant par S le parallélo- 
gramme ABCD et par x Taffixe d'un point de Tintérieur de ce parallélogramme, 



CO (O 

e — e 



oUj en remarquant que les parties de cette intégrale relatives aux droites AB et CD sont 
les. 



/(-)=^ 



l-Z iTiX 

OJ (U 

BC ^ "~^ DA 




ira -, 

(O 



f(z)e dz I f(z)e dz 



IT.Z 



(O O) 

e — e -^ 



Cela pose, nous allons démontrer que, le long de la droite DA, est 



> 



IIZX 



et que, 
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le long de la droite CB, est 
Téquation 
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Considérons pour cela les ligues représentées par 



(O 



c étant une constante positive quelconque, laquelle, en posant 

z = Xi-\- iyij CO = p (cos 6 + 1 sin B), 
peut être réduite à la forme suivante 



~ iVi cos 9 — Xi sin 6) 

e ^ =c, 



ou 



T/i = Xi tang O - 



plogc 
';tcos B 



On voit au moyen de cette équation que les points du plan de représentation de la va- 



riable z dans lesquels 



prend une même valeur sont placés sur une même droite parallèle 



à DA. Pour trouver cette valeur, quand la droite est donnée, on doit chercher la valeur 

iizZ 

que prend e dans le point ou la droite coupe Taxe des ordonnées. Én posant pour cela 

ÍTíZ 

cci == O et en représentant par y[ Tordonnée de ce point, on voit que la valeur que e '^^ prend 
dans la droite, parallèle à DA, qui coupe Taxe des ordonnées dans le point ?/^, est égale à 
T.y'^ cos 9 

e ^ ; et par conséquent que (Fangle B étant compris entre ^ et -^) cette quantité 

décroit, lorsque la droite considérée se déplace dans le sens des ordonnées positives. Nous 
avons donc, pour tous les points z de la droite DA et pour tous les points x de Tintérieur 
raire ABCD, 



> -e 



et, pour tous les points de la droite CB et pour les mêmes valeurs de cc, 



<\e 
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On a donc, le long de DA; 



et,Je long de CB, 



izx 2 izx 





1 




1 1 


e 


0) 


(0 

« 1 


ira 




'ir^X 




2 


ir^z 


3tó ' 


(O 




OJ 


(0 







r 


Í7l2 


2/7U3 


— 1 


1 




1 


(0 


OJ 




ÍT,Z 


«t:./; 


izx 


t úx 


■^ 3ré^ ' ■ 




OJ 

e — 


OJ 

e 


OJ 


OJ 

e 


OJ 

e 


__ 



et par conséquent 



ou 



niTiv 



f{x)= S Aae '" , 



1 



niT.z 



2o) 



An= — Ty-/ ^ fi^)dz, 



1 



DA 

nira 

OJ 



^-^^2;;r/,/ ^^^^)^^^ 



e ''' /(2)c^2;. 



DA 



On a donc, en représentant par l le segrnent DA (ou un segment égal pris siir une droite 
parallèle à DA comprise entre DA et BC) la formule de Fourier: 



fi^)-9Z 



f(z)dz + 2 S /'/(g)cos '"^^ ^^ ~ãz 



19. La formule de Fourier est encore susceptible, dans le cas des variables complexes, 
d'une extension que nous allons indiquer. Supposons, en effet, maintenant: 1°. que la fon- 
ction f(z) ne soit pas périodique, mais qu'elle soit holomorphe dans le voisinage du segment 
de droit AB, c'est-á-dire dans Taire limitée par un parallélogramme PPiQiQ dont deux 
cotes PPi et QQi sont parallèles et égaux à AB; 2^. que ce segment soit represente par le 
nombre complexe 2(0 et que a soit Taffixe du point A. On a, comme antérieurement, en re- 
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présentant par S le contour du parallélogramme, 



f(-)-i ^^'^'^'"^'' 



llíZ ÍKX 



e — e 



Soient maintenant u Taffixe d'im point de AP, v Taffixe d'un point de AQ et x Taffixe 
d^un point de AB. On peut écrire 



f{^) = T 



2(0 



f(^)e'^ dz ^ I f{z) e ""' dz | f(z) e "' dz 

ilZZ ilíX ' I Í~Z ÍT.X I ÍX0 ÍT.X 

(O (O / oj oj / cu OJ 

e — e ^^ e — e ^, ç, e — e 



a+2o 



ÍIZZ ' ^ i-z ' ^ ÍZZ 

f(z) e "^ rZ^ I f(z)'e ^'^ c/^ | f(z)e ^" í/^ 



Z~2 «TUÍC 



O) OJ 

g — 6 



ÍTlZ ÍTiX 



iizz i-x 



(O OJ / OJ OJ 



et par conséqúent 



/(«^)=r 



1_ 

2oj 



/(2;) e ^^ dz 
Um I -^4— : hm 

IJÍZ VKX ^^ 

OJ (O 

e — 6 



iTiz hx 

(O (O 

e — g -J 



"JI TC 

OU, en supposant, comme antérieurement, que Fargument de 2to est compris entre — ^ et -^ 
et en ayant égard à Tinégalité 



> 



VKX 
OJ 



qui a lieu le long de la droite qui passe par les points d'affixes u et it + 2to, et à rinégalité 



< 



n^x 
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qui a lieu le long de la droite qui passe par les points d"aííixes v et v + ^o^, 



niTzx 



niTzz 



/(-)-^ 



lim E e ^ I /(^)^ ^^ dz-{- Vim E e 



niTiX niizz 



Considérons maintenant la série 



2^ e 






/(s)e c^::, 



et remarquons que, comme on a 



O) 



/(.). "' ^^-^Ji^)e - +^fi^e 



(O 03 -- 



j f'{z)e dz, 



on peut Técrire de la manière suivante: 

nJ T^ (u — x) nh(u—x) 



7UT.X 



niizz 



Or la série 






72^ f « — íf) 



S — ^ 



OU, puisque les arguments de x — a et de co sont égaux, 



viz \a — x\ 



ou 



00 ^ 



71% \x — a\ , . . 7iTi\x — a\ 
cos ^1 — ^ h ^ siii ^-^ — ■ ■ 



est convergente, suivant un théorème connu (Picard, Traité d'Analyse, t. i, p. 231); et on 



Hosted by 



Google 



160 



voit par conséquent, au moyen d'un théorème donné par Abel pour le cas des séries de ter- 
mes réeis et dont M. Ficara a fait Textension au cas des séries de termes complexes (1. c, 
t. II, p. 73), qu'est 



nÍT. {x — u) 



nh (x — a) 



lim S — e 



: L — e 



On trouve de la même manière 



nh (x — ?/•) 



nÍTi (x — a) 



lim ^ —^e 

w, = a ?i = 1 ^ 



« = 1 ^"^ 



Comme on a 



U+fM 



niT: (z — x) 



f"{z)e 



(í^|<M|2(o|, 



nir^ (z — x) 



OU M. represente la plus grande valeur que prend \f' {z)e 
gramme PPiQiQ, on voit que les valeurs des termes de la série 



dans le parallélo- 



I nir. (z — x) 
°° 1 A^+2co — --,. 



M I 2o, 



sont inférieures aux valeurs des termes correspondants de la série S — ^— ^j quelle que 



n = l ^^ 



soit la valeur de ií, et par conséquent que la série considérée est uniformement convergente 
dans le voisinage du point A; nous avons par conséquent 



hm S -^/ ^ f^zU 

í< = a n = 1 '«' J II 



nir, (z — x) 



^-= S -^/ • fiz)e 
w==i .'* J a 



nir. (z — x) 



dz. 



De tout ce qui precede on tire Tégalité 



niT^x . niTíZ nir^x niizz 

Inn S e / f(^)e dz= ^ e / f{^)e dz] 

w = a w = o / u w = o J a 
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et de la même manière on trouve la suwante: 



niT.x íiikZ niTzx niizz 

lim S e / j{^)e dz= \ e \ J {^) e 



II vient donc la formule 



/H=^ 



niTX niTZ mr.x nir^z 



ou 



/(^)=^-T 



2o 



/ /(^)í7^ + 2 E /(-)cos ^ '-dz 



laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points de AB. 
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IV 



mW] D'yNE LETTfiE íDffiSSÍE í M, «EeilTE 



(BuUetin des scienees mathématiques — Paris, 1890, 2.^ série t. XIV) 



Hosted by 



Google 



EXTMIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. HERMITE 



Permettez, Monsieur, que je prenne la liberte de vous présenter quelques conséquences 
relatiyes aux développements des fonctions en série ordonnée suivant les puissances de 
sm(x — a) et cos (a? — d) que je viens de déduire de la considération de Tintégrale curviligne 

f f(z) ún^^ (x — a) dz 



sin {z — x) sin^ {z — a)' 

Je prendrai pour contour de rintégration le rectangle, dont le centre est le point qui a 
pour affixe a, et dont les cotes sont deux droites parallèles à Taxe des abscisses, égales k 2k 
(ou 2k'^'K)j et deux droites parallèles à Taxe des ordonnées, égales à 2Z; et je supposerai 
que la fonction f(z) est holomorphe dans Taire limitée par ce contour, et que x est Taííixe 
d'un point de Tintérieur de cette aire. 

1. Cela pose, j'applique à Tintégrale J le théorème de Cauchy qui donne Texpression 
de rintégrale des fonctions uniformes, prise le long d'un contour fermé, et je trouve 

J = 2ÍTi:(A+B), 

en représentant par A et B les résidus de la fonction 

f(z)sm'^(x — a) 



Fiz): 



sin {z — x) sin^'' (z — a) ' 



par rapport à íc et à a, qui sont les racines de sin(s — x) = et sin(^ — a) = qui sont re- 
présentóes par des points de Tintérieur de Taire considérée. 
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Le résidu de F (^), par rapport à cc, est le coefficient de -^ dans le développement de 



-F{x + h) = 



f {x -^-h) útí^ {x — a) 



sin h sin^'^ (x — a-\~h) ' 
en série ordonnée suivant les puissances de h] et nous avons, par conséquent, 



Le résidu B de F(z)^ par rapport à a, est le coefficient de — dans le développement de 



F{a + h): 



f (a + h) sin«^ (x — a)_ f{a + h) sin^^ (x — a) 
sin (a — x-\-h) sin'^^ h -, . , , -, x sin*'^ h 



en série ordonnée suivant les puissances de h. Mais nous avons, en développant les trois fon- 
ctions 



f{a-\- K)j sin~^ (a — x-}- A), 



sin"* h 



en série ordonnée suivant les puissances de hj 
F(« + ^) = ^2|j-/»(a)sin»(a,-a)xS^ 
Donc on a 



ã^^sm-^Ça — x + h) 



dh}^ 



X 



V, 



h^ 



w\ 



ã^' (h coséc hy 



dh>^ 



g_^_sin-(^-a^ 



IC Iv l W l 



á^sin-* (a — x + h) 



dhy 



OL 



d'" (h coséc h)'' 



dk^ 



ou la somme représentée par li se rapporte à toutes les solutions entières positives ou nulles 
de Téquation 

u-]^v-\-w=^m — 1. 
En formant maintenant les dérivées successives de ún~^{x — a)j je trouve 



d^ sín~^ (a — x-^-li) 



dhy 



d" sin~ '^ (x — a) 



Bo + Bj sin2(íc — a) + . . . + B, sin^(íc — a) 



dx'' 



ún^-^^ix—a) 
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si V est un nombre pair, et 



*sin-^(a — cc + A) 



dh"^ 



cos (x — a) fBÍ) + Bi sin^ (x— a)-{-. , ,-\~B\ sin^-^ (x — a)l 

'"~ ^ ^ sin^+i(íc — a) ' 



si i; est un nombre impair. 

Donc Texpression du résidu B a la forme suivante 

B = — [Kl sin (x — a) + K3 sin^ (x — a)-{-,., + Km-i sin"^-* {x — a)] 
— [Lo + L2 sin^ (íc — a) + . . . + 'Lm-'^ sin^-^ (x — a)] cos (íc — a), 

si m est un nombre pair, et la forme suivante 

B = - [Kó + K2 sin2 (cc - a) + . . . + K;,_i sin^-^ {x - a)] 

— [Li sin {x — a) + L3 sin^ (x — a) + ... + L'^_2 sin^^-^ {x — a)] cos (x — a)^ 

si m est un nombre impair. 

Nous avons donc les formules suivantes 



•^ m—i Y "^~^ 

i / (íc) = S Kân+i sin2^+^ (o? — a) + cos (cc — a) S Lgn sin^^ {x — a) 

ir /(i^) sin^ {x — a) dz 



2i%J s sin {z — x) sin^ (z — a)^ 
si m est pair; 



(2) 



-|-(m-l) |-(m-3) 

l / (cc) = E Kán sin2^ (íc — a) + cos (íc — a) S L^n+i sin^^+i (íc — a) 
1 r f{z)án'''{x — a)dz 



2i%J s sin (2 — x) sin^ (2 — a) ' 

si m est impair. 

2. Détermination des coeficients qui entrent dans les formules (1) et (2). — La méthode 
que nous venons d'employer pour obtenir les formules (1) et (2) ne donne pas facilement les 
coefficients K et L, et ne fait pas voir que ces coeííicients sont indépendants de m, "Nous 
allons donc les obtenir d'une autre manière qui fait voir cette circonstance importante. 
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Dans ce but, je remarque que la fonction sm*^(ír — a) et ses dérivées, par rapport á x^ 
jusqu'á Tordre m — 1, s'annulent pour x = a et, par conséquent, que les fonctions 



e{x)= S K2n+isiii2«+^(íc — a) + cos(^ — a) S Lgn sin^»» (cc — a) 

n=0 n=0 



et 



Qi{x)= S Kán sin^^ (cc — a) + cos {x — a) S Lán+i sin^^+i {x — a) 

71=0 «=0 

doivent satisfaire aux conditions suivantes: 

e (a) ^f{a), e' (a) =/' (a), . . . , 91™-!) (a) =/("'-i) (a), 
9,1 («)=/(«), 9i (a) =/'(«), ..., 9(»-i)(a)=/(»-i)(a). 

On peut obtenir, au moyen de ces équations, les coefficients K et L, et Ton trouve ainsi 
dans le cas de Ia première formule: 

Lo =/(«), 
j Kl =/(«), 
(3) {U = if{a) + ±f"(a), 



et dans le cas de la seconde: 

Ko=/(a), 

(4) {Ká = i/"(a), 



L3 = i[/"'(«) + 4/(a)], 



3. Séries qui résultent de (1) et (2). — Les formules (1) et (2) donnent deux dévelop- 
pements de /(a?) en série ordonnée suivant les puissances de sin(cc — a), si Tintégrale curvi- 
ligne 

T / f(^) Si^^ C^ ^) ^^ 



sin (z — x) sin^ (2 — a) 
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tend vers zero quand m tend vers Tinfim. Or on trouve, en employant un théorème de M. 
Darboux, 

sin (í — x) sin^ {^ — a), ' 

ou 2; represente Taffixe d'un point du contour de lintégration, a le périmètre de ce contour 
et 6 un facteur dont le module ne peut pas dépasser Tunité. Donc, si Ton a 

(A) I sin(íc~a) I <| sin(2; — a) I, 

en tous les points du contour de Tintégration, Tintégrale J tend vers zero quand m tend vers 
riníini et les formules (1) et (2) mènent à deux développements de f(x) en série ordonnée 
suivant les puissances de sin(íc — á). 

Noiis allons étudier la condition (A). Si Ton pose 

z^Xi-\- iyi , a = a + "^P? 
nous avons 

sin i (yi — p) 



sin (z — a) = sin (cci — a) cos i (yi — P) + í^' cos (xí — a) - 

et par conséquent, en représentant par M le module de sin (2 — a), 

M^ = sin^ (xi — a) cos^ ^' (yi — P) — cos^ (xi — a) sin^ i {yi — P). . 

Nous allons, maintenant, clierclier la plus petite valeur que peut prendre ir^ quand z 
décrit le rectangle qui constitue le contour de Tintégration, c'est-à-dire le rectangle forme 
par les droites dont les équations sont 

Xi =a — k^ Xi =a +^5 2/1 = P — h 2/1 = P + ^• 

Pour trouver le minimum des valeurs que prend M^, quand z décrit la droite Xi = a~k^ 
nous devons chercher la valeur de yi qui rend minimum Texpression dans laquelle se trans- 
forme M^ quand on y pose Xi^a — k^ c'est-à-dire Texpression 

sin^ k cos^ i (yi — P) — cos^ k sin^ i (yi — P). 

On trouve, de cette manière, en représentant par m? ce minimum, 

mí = sin^ ky 

et qu'il correspond à ?/i = p, c'est-à-dire à un point du rectangle considere, 

V 
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On trouve, de la même manière, que le minimiim des valeurs que prend M^, quand z dé- 
crit la droite íti = a + A;, est encore égal à sin^ k et correspond à y\ = p. 

Pour trouver le minimum de M^, quand z dócrit la droite 3/1 = |3 — Z, on doit transformer 
Texpression de M^ en y posant yv = i3 — Z, ce qui donne 

M^ = sin^ (Xi - a) ( j \^ j + cos^ (xi - a) (--^ j , 

et, ensuite, chercher le minimum de cette expression. On trouve, de cette manière, que ce 
minimum correspond k Xi =^ a et qu'il est, en le reprósentant par w|, 



onl = I - 



,-/\2 



On trouve, de la même manière, que le minimum des valeurs que prend M^ quand z dé- 
crit la droite 3/1 = P + Z correspond à xi = a et est égal à ml. 

De tout ce que je viens de démontrer il resulte que le minimum des valeurs que prend 
M^, quand z décrit le contour de Tintégration, est égal à la plus petite des quantités 



sin^ k, 



Or on voit facilement que 



— > sin A:, 



si l -> log (sin k + \^sm^k + 1) et que 



2 



• < sin k^ 



si l < log (sin k -\- V^sin^ ^ + 1). 

Donc nous avons le théorème suivant: 

Si Z\log(sinA:+ V^sin^A^ + l), Vintégrale J tend vers zero, quand m tend vers Vinjini^ si x 
satisfait à la condition 

|sin(cc— a) I <sinA;. 



Si Z<log(siny^+ V/sin^A: + l), Vintégrale J tend vers zérOj quand m tend vers Vinfini, si x 
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satisfait à la conãition 



sm (x — a) I < ^ 



Dans ces ãeux casj on jpeut développer f(x) en série convergente au moyen des formules 
s uw antes: 



(5) f{^)== ^ K2n+isin2«+i(ír- — a) + cos(ír — a) S Lgn sin^^ (^3? — a), 

w = o ?i = o 

00 -os 

(6) /H= 2 K^n^m^Hx-a) + cos{x-a) S L2,^+l sin^^+í (íz?~-a). 

4« Application. — Pour faire une application de ce résultat, je vais considérer la fonction 
f(x) = Q,o^kx^ k représentant un nombre quelconque. 
Les formules (3) donnent 



et, par conséquent, la formule (5) dorme la formule d'Euler 



cos kx = cos X 



k^-í 



(;b2_l2)(p_32) , 



1 — 0-'^^'^+ — 1:2:3: 



sm* X - 



et Ton voit que cette formule a lieu toutes les fois que 



I sin £c I < 1 , 



7: TC 



En appliquant les formules (4) à la même fonction, on trouve 



k^ , 

Ko = 1 , Li = O, K2 = ^, L3 = 0, . . . 5 



et, par conséquent, la formule (6; donne la formule connue 



cos kx=l ~ sm^ X H ^ . sm* x - 



quand | sm cc | < 1 , — õ" ^ ^ ^ "^ 
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On trouve de la même manière les développements suivants: 



yfc(F_l) . À;(Ã:2-12)(A;2_32) 



7 7 • /i/ \^A/ XI . „ A/ IA/ X MA/ fJ I .V 

sm to = /c sin íc , , ,^ sm'^ x -\ ^ ,, ,, \ -^ sm^ cc — . . . , 



sin to == cos X 



AS sm cc ^ ,-. — - siii'^ a? + . . . 



quand I sm a? j < 1 5 ^"^C^^^Tr- 

La méthode que nous venons d'employer pour obtenir les coefficients qui entrent dans 
les développements de cos to et sin to donne ces coefficients de proche en proche, mais n^^en 
donne pas la loi. Mais cette loi est toujours la même quel que soit k^ et, dans le cas de k 
entier positif, on l'obtient par des moyens tout à fait élémentaires. 

5« Je vais maintenant considérer Tintégrale 

M:=r /(2)sin(a:? — a)sin(a?— p).. .(a:? — X) ^^^ 

J s sin (z — x) sin [z — a) sin (2 — P) . . . sin (z — X) ' 

qui va me permettre d'étudier les conditions de convergence de votre formule (Cours d'Ana- 
lyse de VÊcole Polytechnique^ p. 331): 

^ sin {x—^) sin {x— 7). . .sin {x-X) 
^^^ sin(a— p)sin(a~-Y).. .sin(a — X) *^^ -^ 

sin (x — oí) sin (x — t) . . . sin (x — X) 

"^ sin (I^ — a) sin (p — 7) . . . sin (P — X) *^ ^' ^ 

, sin (x — a) sin (x — B) . . . sin (íc — X) „ , , 

' -/(t) 



sm (Y — a) sin (y — Pj • • • sin (y — X) 



+ . 



quand le nambre des quantités a, p, y, ... tend vers Finfini. Je suppose la partie róelle de 

X comprise entre — õt ^^ +~zt" ^^ j^ prenne pour contour de Tintégration le rectangle dont 

le centre coincide avec Torigine des coordonées, et dont les côtós sont deux droites parallèles 
à Taxe des abscisses, égales á %, et deux droites parallèles à Taxe des ordonnées, égales 
à 21. 

En supposant que les points d^affixe íc, a, p, j . . . sont placés á Tintérieur du contour s, 
on trouve 

M = 2k(A + B + C+...), 
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ou A, B, C, ... représentent les résidus de la fonction 

f{z) sin (x — a) sin (a? — |3) . . . sin {x — X) 



F(z) = - 



sin {z ^ x) sin {z — a) sin (2 — pj . . . sin (z — k) 

par rapport à cc, a, p, .... 

Or le résidu de cette fonction par rapport á x est égal au coefficient de -j- dans le deve- 
loppement de 

f{x-\-h) sin {x — a) sin (x — ^). . . 
sin A sin (íc + ^ — a) sin [x-\-h — P) • • . 

en série ordonnée suivant les puissances de A, c'est-à-dire à f(x). 

~h 

f(a-\-h) sin (x — a) sin (x — p) . . . 
sin (a-{-h — o?) sin ^ sin (a + A — P) . . . 

en série ordonnée suivant les puissances de h, et, par conséquent, 



Le résidu B de ia même fonction est égal au coefficient de —r- dans le développement de 



B = — sm(a:?— [B)sin((r — y).. .(x — \) 

sin (a — |3) sin (a — j) ... (a — X) *^ ^^^' 



On trouve de la même manière les autres résidus. 
N0U8 avons donc la formule 

-pi \ — ^^^ ^^ "~ P) ^^'^ (a? — t) • " s^^^ ( ^ — X) ^, . 
*^ ^^^ ~ sin (a — p j sin (a — -() . • . sin (a — X) -^ ^^^ 

sin {x — a) sin {x — "()... sin {x — X) ^ 
"^ sin(p — a)sin(P — y). • .sin(p.— X) •^^' ^ 
+ 

/(2) sin {x — a) sin (cc — P) . . . sin (x — X) 



sin (2; — x) sin (2 — a) sin (z — P) . . . sin (2 — Xj 



dz. 



Or on voit, au moyen du théorème de M. Darboux déjá employé dans le cas antérieur, 
que rintégrale qui entre dans cette formule tend vers zero, quand le nombre des quantités 
«, p, Y, ... tend vers Tinfinij si Ton a, en tous Itós points du contour de Tintégration, 

I sin (cc — a) I < j sin (2 — ot) | , | sin (íc — p) | < | sin (2 — P) | , . . . , 
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donc, quand les conditions precedentes sont satisfaites, l'expression 

Bm(x-^)sm(x--^).., sm(x — a)sm(x-^).,, 

sin(a — 15;sin(a — Y)... ^^ ^"^ sin (p — a) sin (p — 7). . . '^^^^~^'" 

represente /(í37) avec d'autant plus d'approximation que le nombre des quantités a, p, 7? • • - 
est plus grand. 

Pour étudier les conditions qu^on vient d^écrire on peut recorrir à la méthode qu'on a 
déjà employée dans le n.° 3 pour le même but. En supposant qu*est a = u-{-Wj on trouve 
de cette manière que la première condition a lieu quand 

I sin(;r — et) I < cosw, 
si 



l -> log (cos 2^ + i/cOS^ í^ + 1) + I ^ I, 

et quand 

I sm (x—a) I < g , 

si 



l < log (cos u + V/cos^ w + 1) + 1 1; I, 

et que les autres conditions mènent à des resultats analogues. 

Je termine ici les considérations relatives aux intégrales M et J que je me proposais de 
soumettre à votre considération. Je serai bien heureux si elles méritent votre haute appro- 
bation. 
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NOTES. 



Après la publication de cette lettre nous avons fait des nouvelles recherches sur le même 
sujet, qui ont été insérées dans le travail qu"on trouve dans le page 105 de ce volume. Au 
moyen des résultats y publiés on peut completer en quelques points Tótude des questions que 
nous venons de considérér, comme on va le voir. 

1. Les conditions pour Texistence des développements (5) et (6), que nous avons obte- 
nues précédemment, en prenant pour contour de Tintégration un certain rectangle, sont suffi- 
santes et de facile application, mais ne sont pas toutes nécessaires. Pour obtenir les conditions 
générales pour Texistence de ces développements il faut prendre pour contour s de Tintégra- 
tion ime courbe fermée telle qu'il soit, pour tous les points z de s et pour tous les points x 
de Fintérieur, 

I sin (íc — «) I < I sin (z — à)\, 

Cette courbe a pour équation | sin (z — a) | = c, c étant une constante, et sa forme ne diffère 
pas de celle de la courbe | sin 2: | = c, qui a été étudiée dans la page 107, oii Ton a vú que cette 
équation represente une suite d'ovales quand c^l, et une courbe ouverte quandc>l. 

Nous avons donc le théorème suivant: 

Si la fonction f (x) est holomorphe dans Vaire limitée jpar un des ovales definis par Véqiia- 
iion I sin {z — a) | = c (pii c ^ 1), on jpeut dévelojpper f(x) en séries de la forme 



f(x)= E K2n+iSÍn2«+i(cc--a) + cos(í:c — a) S L^^ sin2^(íc — a), 



et 



f{x)= S Kín sin2« (x — a) -\-cos{x — a) S Lán+i sin^ '^+ ' (x — a) , 
X éiant Vaffixe d'un point quelconque placé à Viniérieur de la courbe considérée. 
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Ge théorème est plus general que celiii que nous avons énoncé dans le n.° 3, parceque 
Taire dans laquelle il faut que la fonction /(íc) soit holomorphe pour qu'il soit applicable est 
à Fintérieur du rectangle considere dans le n.*^ 3, mais il est de moins facile application. 

2. Nous avons donné antérieurement des méthodes pour le calcul des coefíicients qui 
entrent dans les développements precedentes. On peut les obtenir encore au moyen des for- 
mules générales que nous allons trouver. 

Nous allons considérer dans ce but une.fonction ^aiVe (f(x-{-a) et une fonction impaire 
4>(a? + a), auxquelles nous ferons application de la formule (12) de la page 112. 

Nous aurons 



cp(a? + a) = cp(a)+ S ^ W-f-^^m^ (aj+... + b,„ f (a) ^. 

n=i 1 .2. . .2n 



sm^" íc, 



^^ ^ ^ n=o ^ 1.2...(2n + l) ~ 



gin2n+l r^ 



et, en-dérivant les deux membros de ces égalités par rapport à x et en changeant ensui^e 
dans les résultats cp^(íc-l-a) et ^' {x-\-a) en ^i{x-^a) et cpi (íc + a), 

i,.(.+<.)-c,»« s y.'-" w + sg r- w + . . . + sr ■' », fa) .,„.... 

n = l i.Z... í iíTl — 1 j 

n=0 1.2. . .2/1 

Cela pose, si Ton déíinit Oi{x + a) et <^{x + a) au mojen des égalités 

00 

cpi (í;c + a) = cosa? S Ls» sin^" íc, 

n = 



^(x + a)= S K2n+i sin2'^+i í«. 



n = 



il vient 



et 



Donc on a 



f{^xJrCi) = ^{x + a) + Oi (T + a), 
/(a) = cp.(a), ///(a)==cp;'(a), .. 



^'^ " ~~ 1.2...2n — ^' 

^'^^^^ " ~ ~ 1.2...(2n + l) 
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On trouve de la même manière 



Lân+l 



1.2. ..(271+1) 



/^^»> (a) + S^!,>/^^-^> (g) + . . . + Sr V^^ (a) 
^^^^"~ 1.2...2n 

3. Nous ferons encore remarquer que la fonction /(íc) a un nombre infini de dévelop- 
pements de la forme 



/ (x) == H An sin (x — a) + cos (x — a) S B^^ sin*^ (x — a), 

applicables dans Tovale dont Téquation est \sin(z — a)\ = c (ou c^l), vú qu'on peut la re- 
présenter, d^une infinito de manières diíFérentes, par des expressions de la forme 

f(x) = Cp (cc) + cos (x — a) cji (íc), 

(p(íc) et cj; (cc) étant holomorphes dans Taire limitée par Tovale considere. Les développements 
antérieurement obtenus sont caractérisés par la circonstance suivante: une des fonctions 
o (x -\- a) et cj; (cc -|- a) est ]paire et Fautre impaire. 

II convient encore rappeller ici que le développement de la même forme que nous avons 
donné dans Ia page 119, pour le cas des fonctions péi^odiques, est dans des circonstances 
différentes de celles que nous considérons ici, par ce qu'il est applicable dans la zône infinie 
comprise entre les deux branches de la courbe |sin(2 — d)\ = c (oíi c> 1). 
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"V 



LES COURBES PâfilLLELES A lELUPSE 



(Mémoires eouronnés et autres Mémoires publiés par rAcadéraie Royale de Belgique 

— Bruxelles, 1898, t. LVni) 
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SOR LES COURBES PARALLÈLES A L'ELLIPSE 



1. Les courbes parallèles à Tellipse sont, comme on le sait, les coiirbes qui ont la même 
développóe que Tellipse. EUes sont donc le lieu des points qu'on obtient en prenant sur les 
normales à Fellipse, á partir de cette courbe^ du côté extérieur ou du côté intérieur, une lon- 
gueur constante k. Les mêmes courbes sont aussi Tenveloppe d'une circonférence de rayon 
constant Ã:, dont le centre dócrit Fellipse considérée. Comme on peut aussi les regarder comme 
la projection du contour apparent d'un tore sur un plan quelconque, on les a appelóes 
tordides, 

On trouve facilement la forme de ces courbes en partant de la relation 

ou p et R représentent les rayons de courbure de Fellipse et de la courbe parallèle. Les to- 
roídes ont deux branches, Fune correspond à R = p + /í:, Fautre à R = p — Z;:; elles n^ont pas 
de point d'inflexion; elles ont des points de rebroussement quand on a R = p — /c, k étant 

compris entre la plus grande valeur -7- et la plus petite valeur — de p. On voit encore faci- 
lement, en considérant la développóe, que la première branche a la forme d'un ovale et que 

la seconde a aussi la forme d'un ovale quand À: > -7- ou < — ■ et que dans le cas contraire 

^ o a 

elle a quatre points de rebroussement, lesquels sont formes par quatre ares de la courbe qui 

ou ne se coupent pas ou se coupent en deux points placés sur un des axes de Fellipse. 

La forme des courbes parallèles à Fellipse a été trouvée par Breton de Champ (*) au moyeu 

de leur développée, comme on vient de Findiquer. Les bases de la théorie analytique de ces 



(1) Nouvclles Annales^ 1844, t. iii. 
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courbes ont été posées par Cauchy (•); en cherchaut l'enveloppe de la circonférence 

dont le centre décrit lellipse 

a' ^ 02 ■^' 
et en faisant 

(1) «.^:ziL = 52J^-P_ = e, 

ce géomètre ta trouvé les équations 

L'équation des toroides, qui resulte de l'éliminatioii de d entre les équations (2), est du 
huitième degré; elle a été donnée par Gatalan (^). Mais Tétude de ces courbes peut être faite 
directement au moyen des équations de Cauchy, ainsi que nous allons le montrer. 

2. En résolvant les équations (2) par rapport k oo et y^ on obtient les valeurs 



8 


V'7 


-62 ' 


6 + b^ 


, /«^^^ 


-62 



(3) 

qui donnent les coordonnées d'un point de la courbe en fonction du parainètre arbitraire 6. Les 
points réeles de la courbe carrespondent aux valeurs réelles de 6 comprises entre òk et ak, et 
entre — hk et — ak. Pour chaque valeur de k, ces équations déterminent une courbe algébrique 
avec deux branclies réelles, dont Tune se rapporte à R=p-\-k et l'autre à R=p — k. 
Des formules (2) on déduit 

dx 83 + a%^k^ 



(4) { 



de eVa^ — 6Va%2 — 62' 



dy _ /d-2-bV-_ x{8 + ò^) 
^ -^ dx" V a^k^-e^~ y{e + a^ 



(1) Comptes-rendvs^ 1841, p. 1062. 

p) Noiívelles Annales^ 1844, t. ni, p. 553. 
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On peut déduire des équations (3) et (4) la forme des toroides. Mais cette détermination, 
«qui resulte si facilement de la considération de leur développée, n'est pas le but que nous 
ayoiis en vue dans ce travail ; nous allons seulement, à cet égard, chercher leurs points mul- 
'tiples, réels ou imaginaires, puis étudier leurs podaires, leurs transformées par rayons ve- 
cteurs reciproques, les transformées de ces podaires, enfin signaler quelques propriétós rela- 
tives aux normales à Tellipse. Ces recherches nous conduisent aussi à quelques propriétés 
de certaines classes de sjpiriques et, en particulier, des ellipses de Cassini. 

3. Pour trouver les points multiples des courbes parallèles à Tellipse, nous examinerons 
lies cas suivants: 

1.*^ Soit k^a. Si Ton fait d == — è^, il vient 



(5) 

Comme on a k^a>h^ les points de la courbe determines par les équations (5) sont ima- 
ginaires. Si Ton remarque maintenant que y^ a deux valeurs diíférentes en chacun de ces 
points, on voit qu^ils sont doubles. 

Ainsi, la courbe a deux points doubles imaginaires sur Taxe des abscisses. 

En posant 6 = — a^, on trouve 






(6) 






los formules (6) déterniinent deux points de la courbe sur Taxe O?/, en chacun desquels y' a 

a^ ... a^ 

*deux valeurs réelles quand k < -7-, deux valeurs imaginaires quand k > -y-. Dans le premier 

cas, la courbe a deux points doubles réels sur Taxe des ordonnées (qui coíncident quand 
k = a); dans le second cas, elle a deux points isoles. 

2.® Soit maintenant a>k>b. La courbe a quatre points doubles, qui sont tous imagi- 
naires. Les coordonnées de ces points régultent des équations (5) et (6). 

3.^ Si Ton a À:^è, la courbe possède deux points doubles réels (qui coíncident quand 
k = 6), dont les coordonnées sont déterminées par les formules (5), et elle a deux points dou- 
bles imaginaires, dont les coordonnées résultent des formules (6). Les deux points réels sont 

isoUs quand k<'' 



a 
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De cette discussion, il resulte le théorème suivant: 

Chacune des courbes algébriques représeniées par les équations (3) a^ à distance finie^ quatre 
points douhles, Deux de, ces points sont tovjours imaginaires; les deux aiitres sont aussi imagi- 

2 

naires quand. k est compris entre h et a^ et ih sont réels dans le cas contraire. Si k > -y- ou 
k < — ^ ces derniers points sont isoles. 

4. Les valeurs que prend 6 aux points de rebroussement doivent satisfaire aux équa- 

di)c dv 

tions -— = 0, —^ = 0; elles sont, par conséquent, données par Téquation 

On en conclut qu'il existe quatre rehroussements réels quand la raciíie réelle de cette équa- 

tion est comprise entre — hk et — ak, c'est-à-dire quand k satisfait aux conditions — < A: < -=-, 

^ •" a o 

comme d'ailleurs nous Tavions déjá vú; la courbe a en outre huit points de rebroussement 
imaginaires, Quand ces conditions ne sont pas satisfaites, la courbe a douze points de rebrous- 
sement imaginaires. 

Les points de rebroussement peuvent encore être obtenus d'une autre manière. lis doi- 
vent, en effet, satisfaire à Tóquation .p^ = A;^, p représentant, comme ci-dessus, le rayon de 
courbure de Tellipse au point (a, P) correspondant; la relation ^^ =-k^ donne 



(7) a^p2_^6V = yt3J3^y. 

L'éqiiation (7) represente trois ellipses, lane réelle et deux imaginaires, lesquelles déter- 

minent, au moyen de leurs intersections avec Tellipse proposée, douze points, dont quatre 

b'^ a^ 
sont réels quand k est compris entre - — et -^-. Les centres de courbure en ces iDoints de 

ah ^ 

Tellipse proposée sont les points de rebroussement demandes. 

A régard des ellipses (7), nous remarquerons que, si 2a4 et 2ôi représentent leurs axes^ 

on a 



3/^a4 ^ '^Ikb^ 



d'oíi la relation 



a\ a^ 
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5. Dans l'étude precedente, on n'a pas considere le cas de k— -^, ni celui âe k = — . 

Cl 

Si k = -j-^ les points de rebroussement réels et les points doubles réels qui existent sur 
l^axe des ordonnées quand a <k<-j-^ forment, en se réunissant en les extrémités du grand 

axe de la développée de rellipse, detix points triples^ ou la tangente est parallèle à Taxe des 

abscisses. La conrbe a alors la forme d'un ovale. 
52 
Si //b = — , les points de rebroussement réels et les points doubles réels, situées sur Taxe 

52 
des abscisses quand b>k> — ^ forment, en se réunissant en les extrémités du petit axe de 

la développée de Tellipse, ãeux points triples^ oíi la tangente est parallèle à Taxe des ordon- 
nées. La courbe a encore la forme d'un ovale. 

6. -Pour compléter Tétude des points singuliers, ii faut encore étudier les points situes 

1 y 

á Tinfini. En remplaçant dans les équations (2) x par — et 3/ par -— , on trouve 



x--= ■ 



7^2 y Q2 _ ^2;^2' 



_ 6 + i 

^~ d + a^ V P — bVc'' 



^2 V^2^2_02 

JV 6 



La courbe représentée par ces équations coupe Taxe des ordonnées en quatre points dont 

les ordonnées sont égales à +^, — ^, — ^, /, et Ton peut voir, en procédant comme pour 

les points doubles de la courbe (3), que ces points sont doubles. La toroide a donc quatre 
points doubles à Vinjini, . , 

7. On peut aussi étudier les points. à Tinfini de la toroide en cherchant les asymptotes. 
On conclut des équations (3) que, quand Q tend vers O, x tend vers i 00, et y vers 00; 

X fJ 

et si Ton pren^d les valeurs de x et y qui ont le même signe, — tend vers -j- i. De même, 
quand d tend vers 00, x tend vers co et — tend vers ^. 

X 

On a ensuite, dans le premier cas. 



b V ' Ô/l 2 a%2 
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Donc la coiirbe a deux asymptotes, dont les équations sont 

x = -j-iy + -J- \/a^ — ò^, 

ou 

y — {x + — V a^ — b^. 

^ a — a ' 

et aussi deux asymptotes représentées par les équations 

k 



,__^^+___V/a2-5l 



V'- 

^ a —a 



Pour A: = 0, ces équations donnent les asymptotes de Tellipse. 
Dans le second cas, 



eli"J*-^>= ± Tsb.li-J 'H' +t)(' -Ít 



■i6\ 



•('+í)('-|^+-)|=±--''^'- 

Donc la courbe a encore quatre asymptotes imaginaires, dont les équations sont 



y:=ix+ { va^ — ò^, 

y = ^iX + i V «2 _ J2^ 

A chacun de ces couples d' asymptotes correspond un point double á Tinfini. 

8. On vient de voir que la toroide a douze points de rebroussement et huit noeuds; ou 

deux points triples, six noeuds et huit de rebroussement, quand k = -j- o\x k = — . On en 

conclut que ces courbes sont du genre un^ ce qui resulte d'ailleurs immédiatement de la forme 
des équations (3). On en déduit aussi, en s'appuyant sur Tune des formules de Pliicker, que 
la classe de ces courbes est égale à quatre, 

L'équation tangentielle de la toroide est bien connue. On la trouve facilement au moyen 
des équations (3). En effet, Téquation de la tangente est 



\/a^k^-d'^ y \/d^-b^k^ ^_^ 



{d+k^) V/a2 ~ b^ {d+k'^) Va^ ~ W" 
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En la comparant à Téquatioa 

on trouve 



d^oíi, en éliminant 6, on tire Téquation cherchée 

On en déduit que la courbe a denx foyers réels, qui coincident avec les foyers de 
Tellipse. 

On en conclut aussi que la courbe n^a pas de tangente double à distance finie. 

9. Une courbe parallèle à Tellipse est le lieu d'un point tel que sa distance au pied 
d^une normale issue du point soit égale à une constante donnée k. Par les points doubles de 
la courbe on peut tirer deux normales diíFérentes, qui satisfont à cette condition; par les 
points de rebroussement, deux normales coincidentes, et par les points triples, trois normales 
coincidentes. Comme les points de rebroussement des diíFérentes courbes parallèles à Fallipse 
coincident avec les points de sa développée, celle-ci est le lieu des points par lesquels passent 
deux normales à Tellipse coincidentes; elle separe la région du plan qui contient les points 
par lesquels on peut tirer á Tellipse quatre normales réelles, de la région du plan qui con- 
tient les points par lesquels on ne peut tirer que deux normales. Ces résultats sont bien 
connus. 

10. De ce qui precede il resulte que par chaque point (íc, y) du plan d'une ellipse pas- 
sent quatre courbes parallèles àTellipse; deux d'entre elles sont coincidentes, quand le point 
(a?, y) est sur la développée ou sur les axes; trois, quand le point est un point de rebrous- 
sement de la développée. Si le point appartient á Taire extérieure à la développée, deux de 
ces courbes sont imaginaires. 

Cela pose, si Ton ordonne la première des équations (2) par rapport à ô, on obtient 

Ô^ + 2 (a^ + b^) 6^ + (6^ + a^ + áa^^- — a?x^ — 6 V) d^ 

+ 2 (a^62 _]_ a%^ _ ^J^^ __ ^2jy2) g _|_ ^4^4 _ ^2J4^2 _ J2^4y2 _ 0. 

Cette équation donne les valeurs que prend d au point considere; chacuae de ces valeui-s 
caractérise une toroide passant par le point (íc, y)\ 
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1.^ En représentant par ^i, ^2, ^3, 64 les quatre racines de cette équation, on a 

(8) 61 + ^2 + ^3 + h = -2 {d^ + 62). 

Donc la somme des quatre valeurs que prend d en im jpoint (x^ y)',^'t qui corresjpondent aux 
quatre toroiães qui y jpassent^ est constante, 
2.° On a aussi (i) 

(9) 1:6102 == a* + ò^ + 4 «252 _ ^2^2 _ ^Y. 

Donc, la somme des produits^ deux a deux^ des nomhres 61, 02, ^3 et 64 est constante jpour 
tous les jpoints jplacés sur Vellijose dont Véquaiion est 

3.° L'égalité 

(10) ^61^2^3 = - 2 {bhi^ + d^h'^ — a%^x^ — dWf) 

fait voir que la somme des jjroduits^ trois à trais ^ des nomhres 61, 62, 63 et 64 est constante pour 
tous les Jpoints de la circonférence dont r équation est 

x^-\-y^ = m^. 
4.^ Comme on a 

(11) diQ^2hh = a%^{aW-^¥-x'- — á'-y^), 

le jproduit des nomhres Oi, ^2? ^3 et 64 est constant jpour tous les jpoints de Vellijpse dont V équa- 
tion est 

aY^-^-V^x^-^^mK 

11. Des relations qu'on vient d'obtenir, on tire un grand nombre de propositions relati- 
ves aux normales à Tellipse. 

1.^ Les relations (8) et (1) donnent 

/1 9N y í^ — «i \y «M-^ y //— Pi çy f^^ + b^^ 



(^) Dans ce qui sult, le signe sominatoiro s'(jteiKl aux quatre iiulices 1. 2, 3, 4. 
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(ai; pi), (a-2, P2), («3, p3), (a4, ^4) désignant les coordonnées des pieds des normales à 1'ellipse 
tirées par le point (o?, y). 

Représentons par Ni, N2, N3, N4 les segments des normales considérées, compris entre 
leurs pieds et le grand axe de Tellipse; par Ní, Ná, N3, N4 les segments des mêmes normales 
compris entre leurs pieds et le petit axe de Tellipse; enfin par k{, fe, /cs, /C4 les distances dii 
point fo, y) aux points (ai, ^i), (a-2, ps), (as, pa), (a4, P4). On aura les relations 

x — ai ki 3/— Pi ki 



cci Ni'---' pi "Ni'**: 

les seconds membres ayant le signe + ou le signe — , suivant que le point (x^ y) est exté- 
rieur ou intérieur à Tellipse. 
II vient donc 

/-,ox V ^^'A çy a^ + V^ k\ a^-\-y^ 

^ ^ Ni a^ ' Ni h^ 

Donc : AS'^ pa?' im point intérieur à la développée d'une ellipse on tire les normales à cette 
Gourbcj la somme des quotients qiton obtient eu divisant les distances du jpoint aux pieds des 
normales par les segments des mêmes normales compris entre ces pieds et Vun des axes^ est 
constante. 

On tire de la même manière^ de la relation (9), que le lieu des points tels que la somme 
des produitS; deux à deux, des quotients qu^on vient de considérer, reste constante, est une 
ellipse dont les axes, diriges suivant ceux de Tellipse proposée, sont inversement proportion- 
nels á ces derniers. 

On voit aussi que le lieu des points tels que la somme des produits, trois à trois, des 
mêmes quotients reste constante, est une circonférence concentrique à Tellipse donnée. 

Enfin, le lieu des points pour lesquels le produit des quotients consideres est constant, 
est une ellipse semblable à Tellipe donnée et de même centre. 

De la seconde des formules (13) on tire une relation entre les rayons de courbure 
El, R2, R3, R4 de Fellipse aux pieds des quatre norma)es abaissées du point (ít?, y) sur cette 
courbe, à savoir 

h , k. ks k, a^^ + P 
___. -^ __ ^ __ -^ _ __ — ^ ^_. 



R? BI Rr El (aby 

2.^ Les équations (12) donnent aussi 



(14) ícE — =—9-, yS-r- = -Y^. 

^ ^ ai fí^ ' -^ Bi b^ 
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Donc: La somme des rapjports de Vahscisse (ordonnée) d'un point quelconque^ dans le plan 
d^une elUpse^ à Vahscisse (ordonnée) du pied de Vune des normales a cette ellipse^ tirées par le 
point considere^ est constante. 

On a aussi 

/-írx VI í^ — «1 00 — a± V. íc^ ov^ •'^ , ,o b^ + a^ -\- 4 a%^ — a'^x'^ — b'^y^ 

(lo) L . ==>j dL — + b = '. ^— . 

«1 a2 aia-2 «i a* 

Donc on a Tégalité 

(16) x'^y. 



1 _ c^^ — a^x^-bY 
ai a2 a^ ' 



laquelle fait voir que le lieu des points tels que la somme des produits^ deux à deux, des rap- 

/y /y> iy> /y> 

tK/ tK/ tAy tAy 

ports — , — , — , — es 
ai ag a3 ai 

Téquation de ce lieu est 



/Tr» /^ /Y> /v> 

ports — , — , — , — est constante, est une ellipse. Si X est la valeur de cette constante, 
ai ag a3 ai ^ ' 



a^-x^ + bY = c^-a^^' 



On trouve, de la même manière, les égalités 




ÍM\ V ^ 


2c2 


(11) ^ — 

aia^as 


a^ ' 


^2 

risi — 


c* 


«laaasai 


«6- 



3.*^ L'équation (18) donne 



aia^asai ■■ 



.4 ' 



en la combinant avec les relations (17), (16) et (14), on obtient 



2a2£c 




aVaV + SV- 


-c^) 






^ 2a^í^ 

Iaia2a3=- ^— . 
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De ces égalités(^)5 on tire les propositions suivantes: 

La somme des abscisses ães pieds des quatre normales à Vellipse^ tirées par un point donné^ 
reste constante quand ce point varie sur une droite parallele à son petit axe. 

La somme des produits^ deux à deux, des memes aòscisses reste constante quand le point 
considere décrit Vellipse dont Véquation est 

a^x^ + 0^3/^ == m^, 

m représentant une constante quelconque. 

La somme des produits^ trois à trois^ des memes ahscisses reste constante quand le point 
décrit une droite parallele au petit axe de Vellipse. 

Le produit «i «20(3 «4 est constant pour tous les point s (x^ y) de deux droites paralleles au 
petit axe de Vellipse et placées à des distances égales de cet axe. 

4.® Pour les ordonnées [3i, [B^, p3, et [84 des pieds des normales à Tellipse tirées par le 
point (íc, y)^ il existe des relations analogues à celles qu^on vient de trouver pour les abs- 
cisses. 



Ainsi, on a 



2c^ 

y^ c^ — a^x"^ — ô^?/^ 



■^ 3i " 6-2 ' 



H 



V y ^ 2c^ 

S0i = - 



2h^'y 



C2 ' 



s^^^^.___ n<^'-' + W—c'] 






■UMV^,=-^. 



II est faeiJe de les interpréter géométriquement. 



(1) Pour dcmontrer les nouvelles égalités. on peut eliminei* p entre les équations 

^ _ p = -|íi (cc ^ cí), 0^^"^ + ÒV = a2ò2, etc. 
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5." Des égalités precedentes on conclut: 



>, a, = 



(19) 



|^p,_ 2Z.-^[6y-a%^ ^ + c4] ^ 



Donc, si, par un point quelconque d\me hyperhole^ dont Véquation est 

on tire les normales à Vellipse donnée, la soiiime des carrés des abscisses et celle des carrés des 
ordonnées des pieds des quatre normales, sont constantes, La soinme des carrés des distances des 
pieds des mêmes normales au centre de Vellipse est aussi constante, 
6.^ A moyen de Tégalité 



x — ai \6i ' 62 63 ' ^4 



on trouve la suivante: 



De mê me 



vlí , a^^ + b^-(x^ + y^^) 



V Zi ^ _ 97.2 a'^ + b^^~(x^+ y') 



Donc, si, par un point quelconque de Ifi circonférence dont Véqiiation est 

x^ + if^a^^ + b^, 

on tire des normales à Vellipse considérée, la somme des quotients obtenus en divísant, par les 
distances de ce point aux pieds des normales, les segments des memes normales, compris entre 
ces pieds et un quelconque des axee, est nulle. 
7.^ L'égalité 



^^^^^Z[{x-a,f + {y-^,f]=^2 



2-2- ■^''+ 2 + -^U^ + a^ + ft2 



montre que la somme des carrés des distances d ti point (x, y) aux pieds des normales à Vellipse 
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tirées par ce point est constante pour tous les points d'une conique représentée par Véquation 



Ce résultat est compris dans un autre plus general que nous allons trouver. 
Soient 81, §2? 83? §4 les distances du point (s, */]) aux pieds des normales à Tellipse tirées 
par le point {x^ y), On a 



Sã? = -l-L"-ír2_iY-2a2£^ + 26% + 2(£2 + yj2;c2 + c2(a^ + 6 



des carrés des distances du point ("õ"^? "õ"^) ^^^^ P'^^ds des normales à VelUpse tirées par le 



Donc, si le point (s, vj) est fixe ^ le lieu des points pour lesquels la sonmie §1 + ^2 + ^3+^1 
est égale à une constante donnée^ est une hyperhole dont le centre est le point (s, */]) et dont les 
axes sont paralleles aux axes de Vellipse considérée et inversement proportioiínels à ceux de 
cette ellipse. 

Si Ton a £ = -^ íc, */j = — ?/, Téquation precedente devient 

Donc, si le point (x, y) parcourt une círconférence concentrique avec une ellipse^ la somme 

^ 1_ 

2 *'' 2 
point (x, y) reste constante. 

8." La longueur de la normale à Tellipse est donnée par la formule 



Donc, en représentant par Ni, N2, N3 et N4 les valeurs que prend N aux points (ai, Pi),, 
{oc2, P2), («3, ps), («4, P4), on trouve, eu égard aux égalités (19), 

^^\-^[hV-a^x^-Yc\a^ + h% . 

Donc, la somme des carrés des normales tst constante four tous les points (o?, y) d\me hy- 
perhole représentée par une équation de la forme 
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De même, la somme 



2 2 2 2 

3 
4 



R? + RÍ + R^+R' 



est constante, Ri, R^^ R3 et R4 représentant les rayons de courbure de Tellipse aux points 

(ai, pi), (a2, P2), («3; p3), («4, Pi). 

12o Si, par un point donné (íc, ?/), on tire les normales à une des. courbes représentées 
par les équations (3), on a, pour déterminer les valeurs de 6 aux pieds de ces normales, 
Téquation 

[(f- + CC2 _ c2) Qi _!_ ^2 (^2^2 _|_ J2c2 _ ^2^2 _ §2^2) ^2 _ a^hVf = 4 02^2^2 (^,^2^2 _ ^2j (^2 _ J2^2)2, 

Eile donne pour 6^ quatre valeurs 6% d% 6% 61 auxquelles correspondent quatre valeurs 
positives de 6, qui donnent les points placés sur une branche de la courbe, et quatre valeurs 
négatives, qiii donnent les points placés sur Tautre branche. 

On a 



y^iy -2(73174 - 



donc le produit 616^2636^ reste constant lorsqae 

(x^ + ^^ — c^)^ + 4 c^z/^ == m^, 



ou 



c'est-à-dire quand le point (cc, y) décrit un ovale de Cassini dont les foyers coincident avec 
les foyers de Tellipse donnóe. 

Reprósentons maintenant par o>i, coi, ojs, 0)4 les angles des normales considérées avec Taxe 
des ordonnées; on peut écrire 

^j( _ ^2 3/— pi _ j2 ^^ ^'^JL /j- 7.2 ^ cos ^2 



? 



d'oú 



51P2P3P4 



6%^ 



cos (01 cos 032 COS 0)3 COS 034 ^1^6364 ' 

Mais si Ton designe, comme ci-dessus, par Ni, N2, Ns, N4 les longueurs des normales à 
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Tellipse aux points (ai, pi), («2, P2)? («3, ps), («4, p4), terminées au grand axe, on a aiissi 

AT Pi TVT P2 

COS 031 COS 0)2 

Donc 



N1N2N3N 



4 = 



^162^^4 



Par conséquent, 5Í^ par ^«i pomí quelconqite d\tn ovale de Cassini^ on mene Jes iiormales 
à une ellipse ayant les mêmes foyerSj, le prodidt des segments de ces normales compris entre le 
grand axe de V ellipse et des pieds des normales est constant, 

Pareillement, en représentant par Ni, N^, N3, N4 les segments des mêmes normales com- 
pris entre le petit axe de Tellipse et les pieds des normales, on a 

~%-rl -%.-< I -%.-r I -^^1 a li/ 

NiN2lS[3Í^4 = 



Donc ce prodnit est constant pour le même ovale. 

13. Menons maintenant par le point (íc, 3/) les qiiatre tangentes à une des courbes repré- 
sentées par les éqnations (3). On a 

y \/a%'^-J^ + X V^62-ò# = (d + k'^) \/a^~b% 
et par conséquent 

[(íc2 + y^- c2)2 J- 4 c^-j ^4 _ 4 /^2ç2 (^2 _ ^2 _ ^2) (JS 

+ k^ [{aY + ^^^^f + ^^'/^^ — 2 cV (ay — ò V)] = 0. 

Cette équation determine les valeurs de 6 aux points de contact des tangentes considérées. 
Si e', d", d'^'^ ^^^\sont ces valeurs, on a 

(20) S6^ = - 4/.V(^^-^/2-c2) 



(^2_|_^2_c2>)2_|_4^2^2' 

et Ton voit que la somme 6' + d" + d'" + 6^^' est constante pour tous les points de Vovale de 
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Cassini dont Téquatioii est 

(íc2 + 2/2)2_2c2(l + m)cc2 + 2c2(l+m)?/2 + c^(l + 2m) = 0. 

Désignons par to^, o^', co'^'', co^^ les angles de Taxe des x avec les normales à Tellipse me- 
aées par les points de contact des tangentes considérées, par a', a'^, a^^', a^^ les abscisses des 
points correspondants de Tellipse, par Ni, N2, N3, N4 les segments des normales à Tellipse 
€ompris entre ees points et Taxe des y^ segments qui sont positifs ou négatifs suivant que les 
points de la toroide consideres appartiennent à la branche extérieure ou intérieure; on aura 

a! Ni ' N2 

Donc, si^ par les points de V ovale de Cassini considere^ on tire les tangentes à une courbe 
parallele à Vellipse et si^ par les points de contact de ces tangentes^ on tire les normales à la 
même ellipse^ les segments de ces normales compris entre leurs pieds et le petit axe de Vellipse 
satisfont à Véqiiation 

(21) A_ + ^ + l^ + ^ = constante. 

La même relation s'applique aux segments des normales compris entre la courbe et le 
grand axe. 

De régalité (20) on déduit que les rayons de courbure de Fellipse aux pieds des normales 
considérées vérifient Tégalité 

— T~ + — r- H 7- H j- = constante. 



R? Ei R^ R5 



On voit aussi, au moyen de la formule (20), que si^ par les points de Vhyperhole dont 
réquation est 



on tire les tangentes à une courbe parallele à Vellipse donnèe, et si par les points de contact 
on mene les normales à Vellipse^ les segments des normales compris entre leurs pieds et un quel- 
conque des axes de Vellipse satisfont à Véquation 

Ni ^ N2 ^ N3 ^ N4 
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14. Étudions maintenant les podaires des toroides par rapport au centre. 

Soient X, Y les coordonnées du point de la podaire considórée qui eorrespond au point 
(cC; y) d^une courbe parallèle à Tellipse. Les équations de la tangente à cette courbe au point 
(a?, y) et la perpendiculaire à cette droite tirée par le centre de Tellipse donnent 



-W 



-h%^^ , (e+fc^) \/a?-h'^ 



iX 



a^lê-f}'^ ' l/a%2_es 



Vp 



2F — 62 



et par conséquent les coordonnées d'un point de la podaire sont 



(22) 



k^ 


\n 


6%2 

-62 ' 


6 + k^ 


/aV 


_62_ 



k^ 



6 joue ici le role de paramètre variable. 

Chacune des podaires considéróes est composée de deux branches réelles fermées, dont 
Tune eorrespond à la branche extérieure et Tautre à la branche intérieure de la courbe pa- 
rallèle à Tellipse. On obtient les points de la première branche en faisant varier 9 entre hk 
et ok ; et ceux de la seconde correspondent aiix valeurs de compris entre — 6Ã; et — ak, 

On trouve facilement, au moyen des équations (22) et de 



^ ^ dX~~ 26^ + Fe - bW V a%^ - e^' 

la forme de la courbe. Chaque branche est symétrique par rapport aux axes des coordonnées, 
et ses axes sont égaux à ceux de la toroíde correspondante; la courbe a deux ou six points 
(deux étant en tous les cas placés sur Taxe des ordonnées) ou la tangente est parallèle à Taxe 
des abscisses, et deux ou six points (deux étant sur Taxe des abscisses) ou la tangente est 
parallèle à Taxe des ordonnées. Si k> a ou <b^ Torigine des coordonnées est un point qua- 
ãrwple isole; si b<ck<ay Torigine est un nceud quadruple, Deux seulement des tangentes 
à la courbe au point quadruple sont distinctes; leurs coefficients angulaires sont égaux à 

. Enfin, si Fon a ^ = a ou A: = ò, la courbe a encore un point quadruple à Tori- 



±v1 



k^- 

gine des coordonnées et la branche intérieure est composée de deux ovales tangents en ce 
point à Taxe des abscisses quand k=a, ou à Taxe des ordonnées quand k = b. 
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15. On tire facilement des formules (22) réquation cartésienne des podaires de toroide. 
Ces équations donnent, en effet, 

tirant de là la valeur de ^^ pour la substituer dans Tune des équations (22), on trouve 
réquation demandée: 

(24) [{x^ + y^f — {a?x^ + 6 V) - k^ [x^ + y^)f == 4 k^- (6 Y + a^x^) (x^ + f), 

On en conclut, en premier lieu, que les points cÍ7xulaires à Vinfini sont des points qua- 
druples de la courbe. Les équations des asymptotes sont 

. . 1 . . 1 1 . 

y = ix± — ci^ y=-- — ix±-^ci; 

chacune de ces droites est douhle, Enfin, les points dont les coordonnées sont ( + -^ c, O j 

sont des foyers des podaires de toutes les courbes parallèles á Tellipse donnée ; ces foyers ne 
varient pas quand on remplace Tellipse par une autre ellipse homofocale quelconque. 

16. L'équation (24) peut encore être écrite ainsi: 

(240 [(^^ + y^? - (^^^^ + &¥) + ^^ (^^ +y^)f = 4 A;2 {x^ + y^)\ 

ou, en posant íc = p cos 6^ y = ç sin 6, 

(9±k)^ = a^Gos^e + b^sm^6, 
de sorte que Téquation polaire des courbes considérées est 



(25) 9 = k±\/a^ cos2 d + 62 sin^ 6. 

De réquation (25) il resulte immédiatement que les podaires des courbes parallèles à 
Tellipse sont des conchoides de la courbe ayant pour équation 



ou 

(í»2 + 2/2)2 ^ '^2^2 _j_ 52^2 . 
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celle-ci est la podaire de Tellipse par rapport au centre. Ce résultat est d^ailleurs évident et 
s^applique á deux courbes parallèles quelconques. 

17. Avant de continuer, il convient de rappeler que la podaire centrale de Tellipse et 
celle de Thyperbole coíncident avec les courbes qu'on trouve en coupant un tore fermé ou 
un tore ouvert par un plan parallèle à Taxe et tangent intérieurement. Booth, en son Treatise 
on some neto geometrical mefhoãs (Londres, 1873), a donnó aux podaires de Tellipse le nom 
de lemnis cates ellvptiques^ et aux podaires de Thyperbole le nom de lemniscates hyperholiques, 
Les premières sont des courbes fermées unicursales, avec un point isole, qui coincide avec 
le centre de Tellipse, et deux points doubles à Tinfini. Les autres sont aussi des courbes uni- 
cursales et ont un noeud au centre de Thyperbole et deux points doubles á Tinfini. Les unes 

et les autres ont deux foyers réels dont les coordonnées sont { + -õ"C, Oj. La classe des 



2 

lemniscat-es hyperboliques contient la lemniscate de Bernoulli^ qui correspond à a^ = 6^. 

18. Les podaires de toroide appartiennent á une classe três générale de courbes, dont 
Téquation est (íc^ + ?/^)^ = cp (a?, ?/), 'f (cc, ?/) représentant une fonction entière d'un degró infé- 
rieur á 2in. Ces lignes ont été étudióes par M. Petersen, qui leur a donnó le nom de courbes 
ãe jpuissance constante; par M. Humbert, qui les a nommées courbes cycliques; par M. d'Ocagne, 
qui les a appelóes courbes isotropiques^ etc. Les podaires de toroide ont donc les propriótés 
générales de cette classe de courbes, que nous n'avons pas besoin de rappeler ici, et encore 
quelques propriótés spéciales que nous allons signaler. 

19. Si Ton elimine 6 entre Téquation d^une podaire centrale de toroide 

/ a^ — W^ 

et Tóquation 

p sin 6 = Ap cos ^ +3/0, 

qui represente une droite passant par le point (0,3/0) il vient 

a+A^)%p8 W) 12^+^' / (3fc^-^a^)(l+A ^) \ 

Cette équation determine les valeurs de 6 aux points ou la droite coupe la courbe. En 
désignant par pi, p2, .. . ., pg. çes valeurs, on a. 

pi + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 + p7-+ p8 = 4/j. 
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Donc, la somme des distances du centre aux jpoints ou une droite quelconque coupe la courbe 
^st égale à 4yt. 
On a aussi 

52 _ ^2 

2pip2 = --Y3p^K, 

K représentant une quantité indépendant de ?/o; par coriséquent 



1 + A2 



K. 



Donc, la somme des carrés des distances du centre aux points oii une droite coupe la courbe, 
reste constante quand la droite se déplace parallelement à elle même. 
On a encore 

P1P2P3 . . . p8 = n+A^/ ^ ^' ^^^ "" ""^^^ ^^^^'^' 

O) représentant Tangle de la droite donnée avec Taxe des abscisses; si A est la distance de 
la droite au centre de la courbe, cette relation prend la forme 

pip2p3 . . . p8 = A* (a^ — 0^)2. 

Donc, leproduit des distances du centre aux points oil une droite coupe la courbe considérée, 
est constant pour toutes les droites qui sont à la même distance de ce centre, 

Remarquons aussi que ce produit ne change pas quand on remplace la podaire d'une 
courbe parallèle á Tellipse donnée par la podaire d^une autre courbe parallèle à la même 
ellipse ou parallèle à une ellipse homofocale, pourvu que la distance des droites au centre 
de la courbe ne varie pas. 

20. De même, la circonférence dont Téquation est 

p2 — 2apcose-2Ppsin6 + a2-f-p2_R2^ 

coupe la podaire de chaque courbe parallèle à Tellipse donnée en huit points; les valeurs que 
prend p en ces points, satisfont aux conditions 

PÍ + P2+. ..+ p8 = K, 

(è2__^2)2(«2_^p2)4 



' • ^^ [4 («2 + ^^) - (Ò2 - a2)]2 + 16 p2 («2 - 62) ? 
K représentant une quantité indépendante de R. 
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Donc, la somme ães distances dii centre aux jpoints ou une circonférence qiielconque coujpe 
la jpodaire d'une courbe parallele à Vellijpse est indéjpendante de R. 

Le produit des memes distances ne varie pas quand on remplace la jpodaire considérée par 
la podaire d\ine autre courhe parallelle à la même ellipse ou à une ellipse homofocale. 

21. Soit (íc, y) un point donné quelconque. Par ce point passent les podaires de deux 
courbes parallèles à Tellipse proposée; elles correspondent aux valeurs de k"^ données par 
réquation (24). En représentant ces valeurs par k\ et kl^ on a 

^^, , ^^,^ 2[(x^+fy+aV+by] 

Cette égalité montre que la somme k]-]~kl est constante et égale à 2m^ pour les points 
de la courbe dont Téquation est 

(26) (x" + l/f = (m' - a') x^ + (m^ - h^) y" ; 

quand m^ > c?^ cette courbe est une lemniscate elliptique^ podaire de Tellipse 



f 



1; 



m^ — a^ m^ — P 
quand P <7ii^ <a^^ c'est une lemniscate hyperlolique^ podaire de Thyperbole 



'-b^ a^-rn^ 



= 1. 



Si 2w^==a^ + ^^? la lemniscate hyperbolique se réduit à une lemniscate de Bernoiãli. 
De la nous allons tirer de nouvelles propriétés des normales à Tellipse. 

22. Soit A le point dont les coordonnées sont (cc, ?/), et tirons Ia droite qui passe par 
ce point et par le centre O de Tellipse; menons en A une perpendiculaire Ai As à AO. II 
existe deux courbes parallèles à Tellipse, dont les podaires passent par A; elles sont tan- 
gentes à la droite AiAg en des points que nous désignons par Ai et Ag. 

Soient AiM et A2N deux droites perpendiculaires à A1A2 ; elles sont normales à Tellipse 
en deux points que nous représentons par M et N. 

Cela poso, à toute ellipse 

^+11=1 

AA 
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correspond une lemniscate elliptique ou hyperbolique telle, que la somme des carrés des dis- 
tances AiM et A2N reste constante et égale à 2m^ quand A dóerit cette lemniscate. On sait 
aussi que les foyers de cette lemniscate (n.® 17) ne varient pas quand on substitue à i'ellipse 
considérée une autre ellipse homofocale. 

Si Ton remarque maintenant que les tangentes menées à Tellipse proposée aux points 
M et N sont perpendiculaires à AO, on peut énoncer le résultat précédent de la manière 
suivante: 

Si un jpoint se déplace de maniere que la somme des carrés de ses distances aux deux tan- 
gentes à une ellipse^ perpendiculaires à la droite qui Viinit au centre^ reste égale à 2m^^ il décrit 
une lemniscate elliptique^ quand m^ a; une lemniscate hyperholique, quand J < -m < a; une 

lemniscate de Bernoulli^ quand m^==--- (a^ + &^)« 

Si ni^ = a^j Téquation (26) se réduit à 

(260 ■^'+f-±^y^ 

et represente deux circonférences de rayon égal à -^ c et ayant pour centres les points 

0,±|c). 

On a donc ce théorème : Si Von joint un point quelconque A des circonférences (2&) au 
centre O de V ellipse et si Von mene les tangentes à V ellipse perpendiculaires ^ OA, la somme 
des carrés des distances du point A aux deux tangentes est constante et égale à 2a^. 



23. On déduit encore de Téquation (24) 

kik^ = -T-, — ^ ; 



X 



par conséquent, le produit k[h2 reste constant quand le point (x^y) décrit la courbe ayant 
pour équation 

(27) (x^ + 2/f = (a^±m^)x'' + {b-±m^)f. 

Donc, le lieu décrit par un point A qui se déplace de maniere que le produit de ses dis- 
tances aux deux tangentes à une ellipse^ perpendiculaires à la droite O A, reste constant et égal 
à + m^^ est une lemniscate elliptique quand la constante est positive ou négative, mais inférieure^ 
en valeur ahsolue, à 6^; le lieu est une lemniscate hyperbolique quand la constante est comprise 
entre — a^ et — ò^. 
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Si la constante qu'on vient de considérer est négative et égale à — ò^, l'équation (27) se 
réduit à 

(270 íc2 + 3/^=±cíc; 

elle represente deiix circonférences de rajon égal à — c et ayant pour centres les points 



(±|e,0^ 



Donc, si Von joint un point quelconque A des circonférences (21') au centre O de Vellipse 
et que Von mene ensuite les tangentes à V ellipse jperpendiculaires à OA, le produit des distances 
du point A aux deux tangentes est constant et égal à — 6^. 

24., On reconnaít, au moyen de Téquation (24), qu'une podaire de toroide est l'enve- 
loppe des courbes représentées par Téquation 

(x^ + y^f í2 + 2 {{x^ + iff — {a^x^ + h^y^) + hix 2+ if)] t -\- ^h^ (x^ '\- y^) = O, 

t étant le paramètre arbitraire. 

En écrivant cette équation ainsi: 

(28) (x^ + yY = 2Í+F— ^+- 2Í+W- ^' 

on voit que les courbes (28) sont des lemniscates elliptiques et hyperboliques. 

A chacune de ces lignes correspond une circonférence, de même centre que la lemniscate 
et passant par ses foyers; elle coupe cette courbe en quatre points dònt les coordonnées sont 
données par Téquation de la lemniscate considérée et par Téquation 

J^ 2(a^-b^)t c^__ 

^^ 4 • 2t + t^ 2{t + 2)' 

En éliminant í entre ces deux équations, on obtient Téquation du lieu décrit par les quatre 
points consideres quand t varie: 

(x^+y^)[(16a^ — ác^)x^ + (16b^ — Ac^)y^] + c^{ik^ + c^){x^ + y^)-ác^(a^x^ + 

Ce lieu est donc une quartiqiie ayant un point double à rorigine. 
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En partant de Téquation (24^), on voit encore que les podaires de toroide sont les enve- 
loppes des lemniscates représentées par réquation 

Mais, en cherchaiit le lieu des intersections de chaque lemniscate avec la circonférence 
concentrique qui passe par ses foyers, on obtient la même courbe que ci-dessus. Ce moyen 
de génération des podaires n'est dono pas distinct de celui qu'on vient de donner. 

35. En posant, dans Téquation (24'), 



on obtient Téquation des transformées par rayons vecteurs reciproques des podaires centrales 
des toroideS; le pôle de la transformation étant le centre des courbes, à savoir: 

On voit que ces courbes appartiennent à la classe des quartiques binodales dont les noeuds 
sont à rinfini, et qu'elles sont les enveloppes des coniques représentées par Téquation 

^' {^\ + y\) + 2t [m' - ice" + F) x\ — {V^ + lâ) ^?] + 4 mV = O, 

t étant le paramètre arbitraire. 

26. En faisant la transformation (29) sur les équations (22j, on obtient les formules 



(30) m^ JaV-Q^ m^ j^^-mê 

lesquelles déterminent les coordonnées des points des courbes considérées, en fonction du 
paramètre variable 6. 

A Tégard de ces courbes, nous ferons remarquer, en premier lieu, qu'elles sont du genre 
un èt qu'en vertu d'un théorème general connu, elles coíncident avec les polaires reciproques 
des courbes parallèles à Fellipse par rapport au cercle concentrique avec Tellipse et dont le 
rayon est égal à m. 
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En second lieu, on a 



^"^ > ãxi~ e+b'^ya%^-6^' 

En comparant les formules (3) et (31), on trouve 

X dxi ' ' 

par conséquent, le vecteur d'un point qiielconque ã'une coi^crbe parallele à une ellijpse et la tan- 
gente aii point correspondant de Vinverse de sa podaire centrale sont perpendiculaires ^ le pôle 
dHnversion étant le centre de Vellipse, 

Cette propriété s'applique, on le sait, à une courbe quelconque et à sa podaire reciproque 
par rapport à un cercie. 

On interprete de la même façon la relation 

-^# + 1 = 0. 
Xi dx 

27. On peut encore étudier les courbes parallèles à Tellipse par une autre méthode. 
En eífet, reprósentons par a et p les coordonnées des points de Fellipse; on peut poser 

a = asincp, p = &coscp, 

et alors on a, pour déterminer les courbes parallèles à 1'ellipse, les équations 

(x — a sin cp)^ + (?/ — b cos cp)^ = Zc^, 
a(x — a sin cp) b (y — b cos cp) 



qui donnent 



(32) 



sm cp cos cp 



kb sin çp 
cc = a sm cp ^ ~ 



] 7^ = b cos Cp -f 



— b^ 



sin-cp 

h cos Cp 



\/ 



1 5 — sm"' Cp 



On pourrait établir, au moyen de ces formules, les propriétés qu^on a obtenues en se ser- 
vant des équations (3). Mais nous ne ferons pas ici cette étude, et nous allons seulement nous 
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en servir pour déterminer la longueur des ares et les valeurs des aires des courbes consi- 
dérées. 

Les équations (32) donnent 



dx , kh cos Cp 

~T- = a cos Cp H ;; ^ j^ --3-, 

""[^ 72— sm^cp 2 



a" 



dy ^ . kb^ sin cp 

•^ -òsincp- ^ 



a^ { 1 2 — sm^ (p j 2 



á5i\2 / a2-62 . 
-T— ) = a^ I 1 2 — ^^^ ? 



Mais, en représentant par Si la longueur d'un are de Tellipse, on a 

dsi ^ 
ácp , 

dx , 7 7 « / acp \ " 

— — = a cos cp 4- /còa-^ cos Cp I -^-^ I , 

|^ = -6sin.p-fcJ^asincp(^y; 
par conséquent, si s est la longueur d'un are de toroide, on peut écrire 



Donc 

(33) 



ds\^ 



\d(fy 

Cette équation donne, en intégrant, 



dcp \ dsi 



2 



. = ., + ^a&/(^)' d^ = s, + kah I Jl^^ — 

( — ^ãr~ y 

ou 

s = si — Jk are tang í -y- cot cpj + const. 

En prenant pour origine des ares Si et s les points de Tellipse et de la courbe parallèle 
qui correspondent à cp = O, on a 

(34) s = Si-{-k-^ — k are tang (-7- cot cp j. 
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Mais des formules (33) il resulte 

dy h ^ 

^ = --tang<p; 

d'oú, en représentant par co Tangle forme par Taxe des x avec la normale à la toroíde au 
point qui correspond à la valeur eonsidérée de cp: 

a 
tang (O = -^ cot cp. 

L'équatidn (34) prend ainsi la forme 

Ce résultat coincide avec celui qui a été trouvé par Breton de Champ (loc, cit.). 

28. L'aire balayée par le vecteur d^un point d' une courbe parallèle à Tellipse quand ç 
varie depuis zero jusqu^à cp, se determine par la formule 

1 C"^ f dx dy\ , 

o 
qui donne 









'CO 



ab^ + —- í ' -f-Aii 1-^« I A/-^- ^ ..r sin^y^? 



-ã — sin-' Cp 

+ ' 







Mais on a 



o 

/cp J^ ^2 r /^'f / ^2_52 

1 -^sin2?h Lo 



' — 6^ sm Cp COS cp -jj 

y/l ^r-sm^Tj 
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et 



1 ^r-«in> 



Donc 



Q 1 r 7 , 72 ^ 7 2 + (^ . \ j Cl'^ — b^ sincpCOSCp 

fc» == -77- ao(p -\-k^-T{ — k^ are taner -y- cot íp — /c . =J==L 

2L ^ 2 ^U V a /-._^'-&' 

+ 2&a j Wl^-^!zi^sin2^(ícp|. 



^ — sin- cp 



On conclut, de cette égalité, que Paire balayée par le vecteur d'un point de la courbe, 

TC 

quand cp varie depuis O jusqu'à -^, est donnée par la formule 

TU 

ir C^ l~ «2 _ 52 n 

Si=-j- a&7i: + ^^^ + 4A:a 1 \ / 1 2 — sin^cpcZcpL 

o 

h étant positif dans le cas des branches extérieures des courbes considérées et négatif dans 
le cas des branches intérieures. 

L'aire comprise entre deux branches d^une courbe représentée par les équations (32) est 
donnée par la formule 

O 

trouvée par Cauchy QjOc, cit.). 
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m LES DEfilES D'ORORE iELCONQUE 



(Giornale di Matematiche — ISTapoli, 1880, t. XVIII) 



BB 
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SUR LES DÈRIVÉES D'ORDRE QUELCOSQOE 



Nous allons nous occuper dans cette Note (^) de la recherche de Texpression analytique 
de la dérivée de Tordre n de la fonction /(íc). 

1. Dérivée de u=f[(f(x)], La dérivation successive de la fonction u=f[y)^ étant 
y=^ (íc), donne: 



(1) 



/ du 
dx 

d'^u 
dx^ 

dhí 



= u'y' 



-.u"'y'^+3ii'^y'f + u^y" 



dx^ 



On voit, par analogie, que 



(2) 



d"" 
dx 



^ = SAMW(yf(/)P(y"/...(2/W)\ 



(1) No tomo I do Matliesis (Gand, 1881, p. 23) foi publicada pelo illustre geometra belga P. Mansioii 
uma noticia a respeito do presente trabalho, que contém algumas indicações bibliographicas a respeito do 
assumpto que nelle é considerado. 
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oíi a, p, ...,>. représentent les racines entières positives ou nulles de Téquation 

a + 2p + 3T + ... + nX = 72, 
et ou est 

Pour démontrer cette formulej cherchons la dérivée d'ordre n-j-l de u: 

^^ = S A I «(<+!) ii/r+i (y'f {f')'< + ... + «(O (a {yr~Ky"P' (f)' ■ ■ • 

+Hí/nff~\f')^^' ■■■+■■■ 



On voit que les exposants de 3/', y"^ y'"^ etc. satisfont en chaque terrne aux équations 

a' + 2^' + 3f +. . . = ?2 + 1, a' + p^ + V +. . .- ^ + 1 ou = i; 

et que cette formule contient des termes correspondants à toutes les solutions de la première 
de ces équations. Donc la formule (2) est vraie. 
Pour déterminer le coefficient A, nous poserons 

u = y^^^ y = x-\-x^-{-x^ -[-.., '-\- x^^ 

fe étant entier et positif. Nous aurons 

S-, 1.2.3 , ,kx^i+^h^ + ^à3-^... 

" = ^^ + ^+"' + ---]"=-^ 1.2...Ãtxl.2...fe.xl.2...A3x TT:- 
ou 

yib = Al + ^2 + ^3 + . . . . 

En dérivant cette équation n fois et en faisant ensuite x = 0, pour rendre nuls tous les 
termes de la dérivée qui ont des puissances de x diíférentes de n, on obtient: 

. /ãHt\ _ y, 1.2.3. . .A:xl.2. . .w 



étant 



Ãi + 2^2 + 3^3 + . . . + nhn = n^ Ai + /'2 + /^^s + . . . + K == /<^- 
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Mais la formule (2) donne 



dx'' 



a; = 



^kh{k-l)...{k-i+i)^-i {y',f (y':f . 



ou, en remarquant que tous les termes ou k — i est différent de zero sont nuls, 



d^'' 



= SA(1.2)P(1.2.3)^..(1.2.3...n/xl.2...fc, 



étant 

a + 2p + 3T+... = n. 

Le terme general de la somme precedente doit être égal au terme general de la somme 
(3);, parceque ici on donne à a, p, j, etc. les mêmes valeurs qu'on donne en (3) à ^i, 'h<^^ h^^ 
etc, ; donc 

A = l-2...n 

1.2.3...axl.2...px...x(1.2)P(1.2.3)^..(1.2.3...«)'^' 

et 

(4) ^=2 i.2...W''(t/'r-(/)P...(y'")^ 

dy 1.2...axl.2...px...x-1.2...Xx(1.2)P(1.2.3)'^...(1.2...n)^' 

ou la somme S se rapporte à toutes les solutions entières positives et nuUes de Téquation 

« + 2^ + 37 + ... + nX = n, 
et oíi est 

í=« + |3 + T+...+ À. 

On trouve cette formule dans le Calcul différentiel de M/ Bertrand, ou est démontrée 
d'une manière diíFérente. 

2. Dérivées de foncHons simples. Nous allons appliquer cette formule à la recherche des 
dérivées des fonctions simples. 
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1." La dérivée d'orclre n de ?/= [tp(a3)]"est: 

1^1 _'^ 1.2... wxTO(m— l)...(ffl — {+l)((p'a;f (cg"a;)P...(y"'a;)^ 

1.2...axl.2...px...xl.2...Xx(1.2)P(1.2.3)^..(l,2.3...n)^ 

t=a+p + Y + ... + )i, a + 2p + 3X + ... + «X = n. 



(cpa;)» 



Nous ferons bientôt un usage important de cette formule. 
2." La dérivée d'ordre n Ae y = é, étant z = <p(a3), est: 



/'») = s 



1.2. 



'{z'f{z")^...{é''^f- 



1.2....axl.2...^x...xl.2...X(1.2)P(1.2.3)'' . . . (1.2. . .n)^' 
a + 2p + 3Y + ... + nX = «, z = cc + P + T + - • • + ^- 



3 . La fonction y = sen a donne : 



,(«) = s 



ric 



1 . 2 . . . n sen ( 2 + ^ ) (a')''- {^'T ■ ■ ■ (^ ) 



(«)aX 



1.2...axl.2...px...xl.2...X(1.2)P(1.2.3)^..(1.2...«)^ 



On trouve de la même manière les dórivées des autres fonctions simples. 

3. Question inverse de eelle do n." 1. Les formules (1) donnent m<"), exprimée au moyen 

du d u 
d'un déterminant, les dérivees -7—, -r-^i ^^^-i y' 1 l/'^ v'''-, ^t^- étant données. 

En eífet, en représentant par Tn,i 1^ coefficient de w(*) dans la formule (4), les formules 
(1) donnent: 



(5) i^(^) 



1 



Ti,i . T2,2 • • T^,w 



Tm 





.. 





Ta,! 


T2,2 


.. 





T3,t 


T3,2 


T3,3 . . 






Tn,l T^,2 T,i^3 



. T 



du 
dx 

d'^u 



d^u 

dx^ 



d 
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Cette formule sert pour faire le changement de la variable indépendante, parce qu' elle 
donne les dérivées de u par rapport à ?/, quand u=f(x)^ y = (f(x)^ sans faire rélimination 
de X. 

4. Dérivées des fonctions inverses. La formule (5) sert encore pour trouver les dérivées 
de X par rapport à y quand on connait les dérivées de y par rapport à x, Alors on doit faire 

u = x^ et il vient: 



(6) 



á"a 



1 



dy'' T,i,il\2...T„,„ 






o 1 

o o 



T,i,i T„_2 • • • T„^„_i O 



ou 



(7) 







Ts.i 


T2,2 


. 









T3,l 


T3,2 


T3,3 





ã^x 


(-!)«-• 


, 




• 




dif 


Td,i 1\2- • -Tl,,)! 








T„.r 


T..2 


T..3 . 


T 



Par exemple, Ia dérivée par rapport à ?/ de 

X = are sen y 
será donnée par la formule precedente, étant 



1.2. . .mún^ix-{-—-\sin^lx-^2-^\ . . .sin^ícc + m-^ 



rp . _^ 'V 

''■■^ ^ 1.2...axl.2...px...xl.2...X(1.2)P(1.2.3)^..(1.2...7ny^' 

oii Si se rapporte aux racines entières positives ou nulles des équations 

a + 2^ + .., + ml = m, a + ^ + ,.. + \=j. 

5. Dérivée cVime foncHon de plusieurs fonctions de x, Nous allons chercher la dérivée 
d^ordre n de y^ étant 



(8) 



y =f{^^h ^^2, . . rUi)^ 1^1 = 'f 1 H, U^ = <?2 H, , ..Ui'=^i (x). 



Hosted by 



Google 



216 



II suffit de faire quelques dérivations pour trouver que ?/'") a la forme: 

et nous allons déterminer a^ b^ Cj . . . , a, p, Y; • • • ? ^^ PS tS • • • • 

Pour faire ça nous allons particulariser, comme on fait en beaucoup de questions, la fon- 
ction donnée (8), en faisant 

k étant une quantité quelconque plus grande que n^ et Pon obtiendra ainsi: 

yi^) ^Y>k(k-1). . .(k^ a+l)xk{k-l). , .(k-b + l)x x 

X wi~^ . u<f~ ... X (itiy- . {iiiy ... X (ii^y- (i^y . . . x . . . 

Les quantités A, a, p, . . . , a', p^, . . . , a, 6, c, . . . , qui entrent dans cette formule, sont 
les mêmes qui entrent en (9), et par conséquent, pour avoir leurs valeurs dans le cas gene- 
ral, il suíSt de les déterminer dans ce cas particulier. 

Pour faire cette détermination, cherchons y^^^ par un autre moyen. 

L^expression connue de la dérivée d'un produit de des fonctions donne, lorsqu'on Tappli- 
que á u\,ul. . ,u\: 

^f»>_V 1.2... n (u4^^)(u4^^) 

ou Ton doit donner a Ai, Ã2, ^3? etc. les valeurs entières et positives qui satisfont à Téquation: 

^1 + ^2 + ^3+- • ,-\-hi = n. 

En substituant ici les dérivées des puissances par leurs valeurs données dans le n.® 2, 
1.^'' cas, on "obtient: 



\.2...nxk{k-l),..{h-a-\-l)xk{k-l),.,{k-h-\-\)x.,. 

, 1.2...axl.2...px...xl.2...a^xl.2...B^x...xl.2...a^'xl.2...B^^x...x... 

^ {uif . {uif ... X {u^f . {ui)^' . . . X . . . X u\-' . u\-' . . . 



X- 



(1.2)P+P'+P"+"- (1.2.3/+^'+'^" - 
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ou- 



a^a + H-T + ---, h-=o! + '^' + i + ..., c^ a!' + [i" ^f + . . . , etc, 
a, p, Y, . . ., a', p^, f , ... étant les valeurs entières et positives qui satisfont aux équations 

oí + 2i3 + 3y + . . .=:A.i, c// + 2i3^ + 3y' + .. . = /^2, etc. 

La eomparaison des deux valeurs de .?/(") donne maintenant le coeíficient A, qui, substitué 
en (9), donne la dérivée de la fonction (8)('^): 



yW=2- 






*'J '^"S W/tt3. 



'l\2...axl.2...px...xl.2...a^xl.2...p^x...x(1.2)^^i^' + ---(i.2.3)"^'^'^'+'^''+-*-...' 
étant 

m=:a + ò + c + . . ., « = a+P + T + - • •? '^^ = «' + P^ + t' +- • •? .^^<^-^ ■ 
et a^ P, Y, . , ., a', P', Y^ • • • étant les racines entières et positives ou nuUes des équations 

a + 2p + 3y + . . . - i^i , a' + 2P^ + 3y + . , . = ^2 , etc. , 
et Al, A^, ^3, ... celles de Téquation 

Al + A:) + 723 + . . . + 72/ = n. 

6. Dérivée ãfune équaiion. La formule precedente donne la dérivée de l'équation 

par rapport à x^ y étant la fonction implicite qu'elie determine. 
En eífet, dans ce cas on a 

u\ = ?/, Ui = ?/'i, líl = 3/1, . . . ; u-2 = x^ ?4 =^ 1? '^'â ^ %' = . . . =^ O, 

m =r a -f- ò, a = a +- p -f- T + • • • ? h = o! ^ a + 2,3 -]- 3y + . . • == 7ii , a' = 7/2, /^-i -f A^ =^ n; 



(1) No tomo XII (1894, pag. 110) do Jornal de sciericias mathem atiças c astronómicas foi dada por J. H. 
Arcz outra demonstração d'esta fórmula, fundada na fórmula de Taylor. 
CC 
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et par conséquent 



^ 1.2...axl.2...px...xl.2...XxÍ.2.. .a^ " ' 

oú Ton doit donner à a' toutes les valeurs entières, depuis zero jusqu'à n^ et à a, j3, 'fi • ♦ - 
les valeurs entières et positives ou nulles qui satisfont à réquation 

OC + 2p + 3y + . . . + ?lX = 71 — Gt' . 

On voit au moyen de cette équation que A. ne peut pas être supérieur à Tunité, et par 
conséquent que Téquation precedente est du premier dégré en 3/^'^). 
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SUR LE DÍVELOPPEMEfí DES FONCTIONS IMPLICITES EN SÉRIE 



(Journal de mathématiques purés et appliquées, fondé par Liouville 
— Paris, 1881, 3.e séi-ie, t. VII) 



Hosted by 



Google 



SDR LE DÉYELOPPEMENT DE5 FONCTIONS IMPLICITES EN SÉRIE 



On connait la formule de Lagrange qui sert à devei opper en une série ordonnée suivant 
les puissances de x une fonction u définie par les équations 



Nous allons dans cette Note présenter une formule plus gónérale que celle de Lagrange, 
qui sert à développer en série ordonnée suivant les puissances de x une fonction u^ quand 

est 



(1) 



l^=/(2/); 

^ y = t + x(fi (y) + x^(f2 (y) + ... + x''(fni 



Dérivant la deuxième des équations (1), on trouve 



■^-^i(y) + ^^'f^(y)+'''+^^''~^?n(y)i~ioo^\(y) + 



dy_ 
dt 



= 1 + \x^'i (?/) + í»2cp2 (?/) + .. . + a?^ cp; ( 



dy_ 
dt 



d'oú Ton déduit 



^ = ^ [?■! iv) + 2^?'2 (3/) + . . . + nx^-^ cp, {y)] 



ou 



(?) 



t=f:!;[^'-''''''M- 
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Mais, étant 



nous avons 



(3) 



du du dy du du dy 
dx dy dx ' dt dy dt ' 



i-l^iSt'"^-'-?-»]. 



ou 



(4) 

ou Ton pose 

(5) 



du du 

dx dt ' 



0= "L^ltx^-^^tiy)]' 



Dérivant Téquation (4) et ayant égard á réquation (2), il vient 



dht dH ^ , du^{àd__ ^ dO dy 



dx^ dxdt dt \dx dy dt / 

d^^u dhi du dd dy 



donc 



dxdt dt'^ ' dt dy dt 



dhi d'^u 2 I ^^^ / ^^^ , oi. <^^^ ^^IJ 
dx^ dt'^ dt \ dx dy dt 



ou 



(6) 



dH \dt / du dd 

dx"^ dt dt dx' 

En dérivant (6), on obtient de la même manière 

du . dd 



(7) 

et après 



díc* 



dt^ 



d^(^6z\ d 
d^u \dt / , Q ^ '^* dx J du d^ 

d^^ dt^ ^ dt ^~dt~d^' 



df^ 



d^u \ dt / , ^ \dt c/íc / , ^ 

+- 6 — ^ h 3 ■ 



du / dey 



du ,, drd 



dt 



J+4^ 



Hf» 



dx"^ I , du d^ 



dt 



dt dx^ 
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On obtient les derivées suivantes de la même manière. Nous allons en chercer la loi. 
Én general, représentant par d', d" ^ d'" ^ ... les derivées partielles de d par rapport à x^ 
qui résultent de (5) en y supposant y constante, on a 



(8) 






d^-^ 



du 

HF 



'c (^ff^m ^Qiiy (piiy , 



ãt"-^ 



et par conséquent 



d'v 



d^-^ 






dx^ 



dt^-- 



d^-^ 



Lt(»fí('+')+'í)«*-' «■(''■)'■•■ 



*-l 






^a-l 






dí^-^ 



ou 



(9) 



d"^ 



(Pu sry 
dx^ 



du 
~dF 



d^+^(d')^{d")p. .. 



d^-^ 



+ k 



du 



dt^ 



k-i (0')m+i [pi'y^ ^ . 



d^-^ 



-\-m - 



du 
~dt 



dt"-^ 



(ik(py-^{&'y+^{&'y. . . 



d''-^ 



-p 



du 



dt^- 



Q^(p'fyd")v-^{d"'Y-^ 



dt^-^ 



Comparant cette formule à la formule (8), on voit que chaque terme de (8) donne une 
somme de termes qu'on forme de celui-là on ôtant une unité à Texposant de chaque facteur 
1, 6, 6', d" ^ ... et en Tadditionnant à celui du suivant, et donnant pour coefficient au terme 
Texposant qui a eté diminué. 
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L'ordre de la dérivée par rapport à t qui entre en chaque terme est égal à la somme 

des exposants de 6, d\ d" ^ . . . , dans le terme, moins une iinité. En eíFet, cela est vrai pour 

cPu 
la dérivée -^, et par la formule (9) on voit que Tordre de chaque dérivée augmente d'une 

unite dans le passage de -y-^— j- a --j-^, amsi que la somme des exposants de Ô, Ô , O" ... 

II resulte de ce qui precede une methode pour calculer de proche en proclie les dérivées 
successives de u par rapport à x. Mais on peut même trouver une formule générale pour ce 
calcul, comme nous allons faire voir. 

Nous avons, en eíFet, en remarquant que les dérivées de 6 d'ordre plus grand que n — 1 
sont nulles, la formule suivante, 






^d''\d')hd'')^.,.{d^^'-^)y 



oíi h est donné par la formule 

II ne nous reste qu'à déterminer le coeííicient A et les exposants a, p, f, . . ., X. Pour 
cela nous ferons 



?i iy) = ¥2 (y) = ,.. = (fn (^) - 1, 



et nous aurons 



~M ~ ^ ~d^ \dx) Wí^V ' * * \d^') ' 

Mais on trouve dans le Calcul différenfíel de M. Bertrand une formule (i) qui donne la 
dérivée d'ordre i de u par rapport á x, étant u=f{y)^ {y) = ^]^{x)^ laquelle, étant appliquée 
aux fonctions 

^'=f{y\ y=-t-\-x-]-x'^ + ,.. + x\ 
donne : 



dhi ^^ ^ ._^ \dx) [dx^J \dx^^ 



àx' ^ • • • dy *1.2...c('(1.2)Pl.2...p *■ * (1.2.. .^z)^1.2...X' 



(1) Veja- se na pag. 211 do presente volume uma demonstração d'e6ta fórmula. 
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OU cí, p, . . ., X représentent les racines entières, positives ou nulles, de Téquation 



et 011 est 



b = a+^+^ + .,. + l. 



La comparaison des deux formules precedentes mène à la valeur de A, qui, substituée 
dans la formule générale, donne la suivante 



d^^-^ 



1.2. ,.i 



du 
~df 



F-(i9y^(i9'f ...(9(^^-^)y^ 



dtb-^ 



' _ y "^ — - 

:^" ^1.2...axl.2...px...xl.2...X(1.2)í^(1.2.3j^..(1.2...7^y^' 



dx' 



et fait voir qu'on doit donner à oc, [3, y, . . . , X toutes les valeurs entières, positives ou nulles^ 
qui satisfont à Téquation 

a + 2^ + 3^^+.,. + nk = i. 

Nous avons ainsi Texpression générale de la dérivée de u par rapport à x de la foi> 
ction (1). 

Pour obtenir maintenant le développement de te en série ordonnée suivant les puissanees> 
de x^ nous emploierons la formule de Maclaurin: 



' du \ 



1 ídh 



(XX / f\ í-J \ ttX / r\ 



2 , ^ fd^U\ 3 

^ '2.3 WA^ 



et les coefficients seront donnés par la formule precedente, en y faisant x = 0. 
En faisant donc x = 0^ nous aurons premièrement 



«=/(0, ^ = ^ ^=/'(^)- 



Ensuite les formules 



^ = ?1 (3/) + 2í^?2 (^) + . . . -f- 7lX''-^ 'f , {tj), 

d' = 2'^2 (3/) + 3 . 2ícç3 (y) + ... + n {n - 1) x^^-'^ cp, (y), 
0'^ = 3 . 2ç3 (y)+,.. + n {n - 1) (.^ - 2) ^^^-^ cp, (2/), 

6(^-1) = n (n — 1) . . .2.1'f,(?/), 



DD 
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doiineront 



(j{n) ^ Qini^l) _ ^(u-f 2) =^ . . . = Q. 

Noiís aurons doiic 






En general 

WícV'o ^ 1.2...axl.2...,8x...xl.2...Xc//^'^-i ' 

oíi Ton doit donner à a, p, y, • • • , '/^ toutes les valeiírs entières et positives ou iiulles qui sa- 
tisfont à Téquation 

et ou /> est douné pnr la formule 
Nous avous douc la formule 

qui. en posnnt n = l^ donne celle de Lag-r/mge. 
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SOR LE OÉIÍÍLOPPEINT DES EONCTIOiS lIPLiCITES 



(Journal de matliématiques purés et appliquées, fondé par Liouville 
— Paris, 1889, 4.e série, t. V) 
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES 



Dans une Note Sur le développemeiít des fonctions implicites^ publiée dans le Journal de 
mathématiques purés et appliquées^ 3.^ série, t. vii, 1881, nous avons presente une formule 
pour développer en série, ordonnée suivant les puissances croissantes de a?, une fonction u 
définie par les équations 

(1) 



a savoír 



d'-'\f'(t)[^i(t)Y-[<f,(t)f...[-,,(t)f 



OU la somme ^4 se rapporte á toutes les solutions entières, positives ou nuUes, de Téquation 

a + 2^ + 3^ + ... + kl = n, 
et ou 

De cette question se sont ensuite occupés M. E. Cesàro dans les Nouvelles Annales de 
Mathématiques^ 3.^ série, t. IV, 1885, et M. David dans le Journal de VÈcole Polytechnique^ 
LVii.« Cahier, 1887. 

Nous revenons aujourd'hui sur ce sujet pour déterminer quelle valeur de u doit être con- 
sidérée comme représentée par la série (2), et pour étiidier les condition de convergence de 
cette série. 
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Théorème. — Soient 

f{z)^ cpi (2;), 'f2 (^), ••., 'fit(^) des fonctions holomorphes dans Vintéríeur cVan con- 
tour K; 

i un jpoint intérieur à ce contour^ 

yj une quantité positive assez petite pour que la condition ( | A | représentant ie mo- 
dule de A) 



(3) 



•1 "pi (2) 

z — t 


+ 


Z — t 


+...+ 


z — t 



<1 



soit satisfaite le long du contour K. A chaque valeiír de x^ qui satisfait à la condi- 
tion |íc| <7]^ correspond H7ie vacine unique zi de Véquation que determine z^ existant 
à Vintérieur du contour K, et f{zi) est susceptible d'etre développée en série ordonnêe 
suivant les puissances croissantes de x au moyen de la formule (2). 

En eífet, de la condition (3) et de la condition | íc | < vj on tire 



X cpi jz) 
z — t 



+ 



X^ Cp-2 (z) 
~ K — t 



! x^ ffc (g) 



<1, 



et, par conséquent, 



X(fi(z)-\- x^ cp2 (a;) + • • • -f x^^ 'f /í (2) 



z — t 



<1. 



Dono, on peut appliquer la série de Lagrange aux équations 



ou 



F (z) = cpi (z) + X(f-2 (z)+.. . + x^'-^ cp/, iz) ; 



ce qui donne (*) 

(4) 



fiz,) =/(Q + 0^ F (^)/ (O + ■ ■ ■ + Jt "^^ ' ^ S-i"-^' ^ + R»»> 



7?^ ! 



d?^^'^-i 



(1) Voir notre Curso de Analyse infinitesimal [Calculo integral^ 2.^ parte, p. 284). 
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ou 



1 /^ a3^i-f-l [F (^)lm+J f (^2;) [l—x cp; (2;) — ... — ÍC^^" cp';^ (2;)] C?.2 

^ni — -dTT- i F -rrr-rri ~ • 



^j 



(z — ty'+^ 



1- 



"2 — ^ 



On sait que, pour les valeurs de x eonsidérées, la série qui resulte de (4) en y posant 
m = cc est convergente; nous allons faire voir qu'elle est uniformément convergente. 
L'expression de R^ donne 



Rm I < - 



-/ 



f(^) 



Z — t 



xF{z) r+i j l + \x<f\(z)\+..,+ \ x^'^u (g) I i às 



z^-t 



xY{z) 



z — t 



mais 



et 



donc 

!Em I < 



ccF(z) 
z — t 


j a5Si(z) 


^ 1 33^ ?-2 (Z) 


+ ■ 
+ . 


■■ + 
■ + 


x"'fkiz) 


< 


Z — t 

-q 'f 1 (z) 

z — t 


1 

+ 


z—t 
z — t 


z — t 

■q" 'f„ iz) 
z — t 



z — t 



> 


1- 


xF(z) 

z — t 


>-! 


a3'fi(s) 


+ 


Z — t 


+ . 


• + 


«'' ?it (s) 


z-t 


3 — í 








>-l 


■q 'f 1 is) 
z — t 


+ 


■q^'^,{z) 

€-t 


+ . 


.+ 


"I'' ?/í (s) 
z — í 



*/ 





■^ 'f 1 (s) 


+ . 


.4- 


a — í 


3 — í 



>^+i ! 1 + 



\ 



\' 



r^cpl(s)!+...+ !-/i^(pft(2)| |íZs 



2— í 



+ . . - 






^ — í 



Soient maintenant: 
M le maximum de 



Ml le maximum de 



M2 le maximum de 



z — t 



i + l-rfU^)l+---+l*^'fU'^)l; 



i ¥ 1 {^) 



z — t 



-...+ 



'q^ ^k {z) 



z — t 
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le long du contour K. Nous avons 



^p , 1 f MM,Mr+' 



et, par conséquent, s reprósentant la longueur du coatour K, 

MM. M."'-^^ s 



I Rni 1 < 



H ■ 



2x(l-M2) 



pour toutes les valeurs de x, dont le module est inférieur á -q, 

Comme M2<1, on voit donc que Ton peut, quelque petite que soit la quantité s, déter- 
miner m de manière que Ton ait | R„, | < s pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la 
condi tio n \x\<'q, 

Donc la série considerée est uniformément convergente dans le cercle de rayon v]. 

Cela pose, si dans cette série on pose 

F (O = ?i (O + ^ cp2 (í) + . . . + ^J"-^ ?fc {t\ 

on voit facilement qu'on peut développer chaque terme suivant les puissances de x^ et qu'on 
obtient des polynômes respectivement des degrés O, k^ 2h^ .... 

Donc, en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des séries (*), la fonction f{z{) 
est susceptible d'être développóe en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x^ 
et convergente dans le cercle de rayon yj. 

Le théorème énoncé est donc démontré. 

La méthode precedente donne raême la série trouvée dans mon article antérieur. 

En effet, le terme general de la série (4) est 

x^ d^-^ \ [cpi (t) + .., + d^-^ cp, {t)ff (t) \ 



ou 



^^_. V & ! [?■! (0]^-' [?2 (t)f ••■[fk {t)ff (O j+^-i+. . ■+ (fc- i)x 

x^ a ! p ! . . . X ! 



(1) M. Weierstrass, Monatshericlite der Kõn. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880; Bulletin des 
Sciences mathématiquesy 1881, p 160. 
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oú la somme ^ se rapporte à toutes les solutions entières positives de Féquation 



ou 



^ a\^l...l\dti>~i 

Donc le coefficient du terme du degré n dans le développement de f(zi) en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de x será 

^ a!pl...X!c?í^-i ' 

oú la somme 2u se rapporte à toutes les solutions entières et positives de Féquation 

a + 2p + 3T + ... + Ã;À = 7^ 



et oú 



ò = a + p + T + ...+ X. 



EE 
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NOTA 



1. A questão que vimos de considerar n'este trabalho e no anterior tendo merecido a 
attenção de alguns geómetras illustres, que a respeito d'ella têem escripto artigos em que se 
referem k fórmula que n'elles foi demonstrada, julgamos conveniente dar aqui uma indicação 
succinta dos resultados de maior interesse, por elles obtidos, que estão ligados aos apresen- 
tados nos referidos trabalhos. 

Mencionaremos, em primeiro logar, um artigo intitulado — Généralisation de la formule 
de Lagrange^ publicado por E. Cesàro nos Nouvelles Annales des Mathématiques (Paris, o/^ 
série, t. iv), no qual este sábio geometra reduziu os coefficientes do desenvolvimento de f{z) 
a uma forma diíferente da nossa, exprimindo-os por meio de um algorithmo, a que deu o nome 
de isobárico e de que por varias vezes se tinha anteriormente occupado, o qual designa a 
somma dos productos que se formam dando, em 

f(z,)f(z,)...f(z,), 

Si Zij z^, . . . , Zs todos os valores inteiros e positivos que satisfazem á equação 

z.[+Z2+. . . + Zs=='q^ 



f{z) sendo uma funcção dada e ■/] um numero inteiro dado. 

Representando este alg( 
escripta do modo seguinte: 



Representando este algorithmo pela notação S [/(^)], mostrou que a fórmula (2) pôde ser 



0° n 1 fjb—i b 

2. Ao desenvolvimento em série ordenada segundo as potencias de x da funcção u^ de- 
finida pelas egualdades (1), deu Bassani, professor na Escola Naval de Livorno, outra forma, 
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em um artigo intitulado — Generalizzazione delia formola de Lagrange^ o qual foi publicado 
nas Atti dei R, Istituto veneto dí scienze (série 6.^, t. v). O resultado a que chegou pôde ser 
deduzido da fórmula (4), que dá 

/(«) =/(0 + ^;^ yr • d^i ' 

«, portanto, pondo 

[tpi (í) + a;cp2 (í) + x^'f3 (O +...]* = 'fi.o (<) + 'f M (O x + tp *,3 (í) a;^ + • • • , 

/(.) =/(.) + ^ S ^ .n ^S ^ -^ ^^ [,,„_. (0/ (0]. 

Para calcular as quantidades (ft,n—b (O apresentou Bassani, no referido trabalho, uma fór- 
mula devida a Eisenstein. 

3. Occupou-se também do desenvolvimento em série das funcções definidas pelas equa- 
ções (1) David, tenente coronel de artilheria no exercito francez, em uma memoria importante 
publicada no caderno LVII do Journal de VEcole Polytechniqiie de Paris y na qual demonstrou 
que da solução d'esta questão depende a do problema geral que tem por fim desenvolver em 
série as funcçoes algébricas implicitas. 

Consideremos, com effeito, a funcção definida pela equação algébrica F(íc,?/) = 0, ouy mu- 
dando X em Xi-^x — Xi e y em yi^y—yii 

fi{x — xi, ?/ — ?/i) = 0, 

e supponhamos que {xi^ yi) é um ponto ordinário da funcção. N'este caso uma, pelo menos, 
das derivadas parciaes --^, -^— deve ser differente de zero no ponto considerado, e porisso 
esta equação pode ser reduzida primeiramente a uma das formas 

y = yi-\-A{y—yif-\-,,, + {x — Xi)^[x'-Xi, y — y\], 
ou 

x = xi + A{x — xif + . . * + (y—yi) ^[x — xi^ y—yi]^ 

onde B representa uma funcção inteira de x — Xi e y — yi, e depois a uma das formas 

y — yi=^(x — xi)^[x — xi, y — yi]j 



ou 



x — Xi = (y—yi)^[x — Xi^ y — yi], 
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onde cj; representa uma funcção racional de x — Xi ^ y — ?/i, cujo denominador, no caso da 
primeira equação, só contém y — 3/1 e não é nuUo quando y = y\^ e, no caso do segundo, só 
contém x — íci e não é nuUo quando x = X{, 

Basta agora pôr na primeira equação x — íci = X, ou na segunda y — 3/1 = Y, para as re- 
duzir á forma que tem a segunda das equações (1). 

Posto isto, para desenvolver em série a funcção ^t, definida pela equação (1), indicou o 
auctor da memoria a que nos estamos referindo dois methodos. No primeiro fez uso da fór- 
mula de Lagrange, de que deu uma nova demonstração e de que fez um estudo profundo. 
ISfo segundo fez uso da fórmula (2), da qual deu também uma nova demonstração, fundada na 
doutrina das derivações de Arbogast. 

4. Terminaremos esta nota mencionando ainda, a respeito da questão considerada, um 
trabalho de Stolz, professor na Universidade de Innsbruck, publicado no t. xcv dos Sitzungs- 
herichte der Keiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien^ no qual, referindo- se a um 
trabalho do Dr. Weiss, intitulado EntivicJdungen zum Lagrange sdien Reversions theoreon^, fez 
notar que uma formula por este ultimo considerada está contida na fórmula (2), por nós an- 
teriormente dada; e um trabalho, em lingua russa, publicado recentemente por Bougaiev, 
professor na Universidade de Moscow, no t. xxii de Bulletim da Sociedade mathematica de 
Moscoiv^ no qual é apresentada uma nova demonstração da fórmula (4) e se indica a relação 
d'esta fórmula com a fórmula (2). 
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IX 



L[ D[f[LOPP[ilI OES fONCÍiS miíM] PíiOIlUES OE SEGOiOE ESPÈGE 
Ei S[RIE IRIGflillElRIQUE 



(Journal fúr die reine und angewandte Mathematik, 
gegriindet von Crelle-Berlin 1903. Band CXXV) 
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SDR LE DÉYELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQDES DE SECONDE ESPÈCE 

EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQDE 



1. On peut faire dépendre Tétude des fonctions doublement périodiques de seconde es- 
pèce, dont les multiplicateurs sont c et c', de Tétude d'autres dont run des multiplicateurs 
est égal à riinité. En considérant donc ce dernier cas, soit f{x) une fonction donnée qui sa- 
tisfasse aux conditions 

f{x + 2i^)^f{x\ f(x + 2o^') = cf{x). 

On sait développer cette fonction en série trigonométrique, valable dans tout le plan de 
représentation de la variable x, et aussi en série valable dans la zone comprise entre deux 
droites dont Tinclinaison sur Taxe est égale à Targument de to. Briot et Bouquet^ dans leur 
ouvrage sur la Théorie des fonctions elliptiqiiesj, ont employé, pour obtenir ces développements 
dans le cas particulier oú c== — 1, la théorie des résidus de Cauchy. ISfous allons démontrer 
qu'on peut traiter cette question dans le cas general, oú c est un nombre quelconque^ au 
moyen de la même théorie. Nous partirons, dans ce but, de Tintégrale 



U = 




qui nous a servi déjà pour obtenir la formule de Fourier^ dans un article publié dans le 
tome cxii, p. 97, de ce Journal (^); et nous obtiendrons de cette manière non seulement les 



(^) Veja- se a pag. 157 do presente volume. 
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resultais connus, mais encore quelques développements, valables dans un demi-plaiij qui, à 
ce que nous croyons, n'ont pas encore été remarques. Nous supposerons que la fonction f{x) 
ait un seul pôle dans chaque parallélogramme des périodes, et que ce pôle soit simple. On 
pourrait traiter au moyen de la même analyse le cas general oíx dans chaque parallélogramme 
il existe un nombre quelconque de pôles, avec un degré quelconque de multiplicité ; mais on 
n'en a pas besoin, parce qu'on peut réduire ce cas à Tantérieur au moyen de la formule de 
décomposition de Hermite, 

2* Considérons dans le plan de représentation de x un parallélogramme ABCD dont le 
côté DA represente géométriquement, en grandeur et en direction, la quantité 2co, et lont le 
côté AB represente la quantité 2(a + i3 + l)oy, a et p étant deux nombres entiers positifs 
quelconques. 

Dans ce parallélogramme la fonction /(íc) a a + p + 1 pôles, qu'oíi peut représenter par 



a — 2a(o', a — 2 (a — l)(o', ..., a, a+2o)', a + 4o/, ..., a + 2^(0^; 

et, si Ton represente par k le résidu de la fonction par rapport au pôle a, ces résidus par 
rapport aux pôles que contient le parallélogramme considere, sont respectivement 

Cela pose, considérons Tintégrale U prise le long du contour S du parallélogramme ABCD 
considere; et soit x Taffixe d'un point de Tintérieur de ce parallélogramme. 

On trouve, au moyen du théorème fondamental de la théorie des résidus, en remarquant 
que les résidus de la fonction 



ITZZ 

fiz)e~ 



iT,Z IT.X' 



par rapport à ses pôles x et a + 2727(o', sont 



-/H, *<=» 






e' 



^ (O _ g O) 
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la formule suivante; 



/H-2 



1 j f{z)e''' dz iiz ^^? 



(a+2m(o') 



S À:c^.-^ 



(O ^ (D 



e'"" —e 



— (a+2?wo)') — 



qui, à cause de Tégalité 



— {a+2mo)0 



1 



— (a+2m(o') — ^ 



■ -^ cot -^ (cc — a — 2w2oy)5 



donne 



/(^) = T 



1 j f(z) ^'^ d^ ^7^/c^ = + ^ 



2o) 



k;2 271^: 2« 



2j C"' 
m = — a 



l + ^ cot TT— (x — a — 2míú') 



Si Ton remarque maintenant que les parties de Tintégrale, qui entre dans cette formule, 
qui correspondent aux droites AB et DC sont égales, on voit qu'on peut écrire 



f^^^-2^ 



f(z)e''' dz I f(z)e''' dz 



DÁ. 



llíZ 1%X 



GB 



tlíZ ÍTiX 

g O) _ g (O _ 



iizk ^ = P 



Tl 

2(0 ^ ^ 



Supposons maintenant, pour fixer les idées, que Targument de oy soit compris entre 
— ^ et -^. Nous avons déjà démontró dans ce Journal (tome cxii, p. 119) (*) qu'on a alors, 
pour tous les points z de la droite DA, 



ir^x fhx 



hz ítx i-tíz %7:z 'M%z "^ * • • ' 



(1) Veja-se na pag. 157 do presente volume. 
FF 
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et, pour tous les points z de la droite CB, 



1 


1 


IT.Z 
p OJ 


Ihz 


i-z . i-x 
e '" —e "* 


ilíX 


tlTX 

e '' 


e '' 



Donc nous avons 






'2(0 " 



77i = — a 



1 -(- ^ cot -7^ (x — a — 2m(iV) 



ou 



DA 



CB 

3. Nous allons maintenant chercher les valeurs des intégrales qui entrent dans les ex- 
pressions de A„ et de A^^» 

Supposons, pour fixer les idées, que la partie imaginaire de oV soit positive, et considérons 
le parallólogramme DAA^D^ dont les côtés DA et AA' sont égaux à 2a) et 2a)' et qui con- 
tient à rintérieur le pôle a — 2o((t)'. On trouve, en appliquant le théorème fondamental de la 
théorie des residus, 



nir.z 



ff{z)e - ãz + ff{z)e - dz+ff{z)e - dz + ff{z), 



dz 



DA 



AA' 



A^D/ 



D^D 






en posant q=^ e ^'^ ; mais 



mr^z 



ff(z)e "> dz=ff(z) 



AA/ 



f /(2) e ^dz = ff{z + 2(0') e' 

WX' DA 



DD' 



-— ''(2;-f2(oO 



nizz 
e ''' dz, 

■ mr.z 
dz == q-^^^c ff{z) e ^ dz ; 

DA 
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//(^)«' 






DA 



1 — cq' 



-In 



et par conséquent 



A — 



ÍTi/b q 



!2na ^~a 



^ 1—cq- 



-fii 



On trouve de la même manière, en considérant le parallélogramme CB^BC, dont les côtés 
C'B' et B'B sont égals à 2oj et 2oV et qui contient à Tintérieur le pôle a + 2p(o^, 



ff(z)e ~ dz = 



niiza 



2tx/fcí2«;i+p) ,1+p -^ 



CB 



1 — cq 



^71 



et par conséqueHt 






(O 



1 — cq 



2n 



Nous avons donc la formule suivante 






c 



.9,'ií 



w^' 



!;« — (o;— a) 



(1- 



Li — c \ c / M=l 1 — C2~2" 



M=l 1 — cg' 






Tl 

1 + 1 cot -^r — {x — a — 2m(S)') 



laqiielle a lieu pour toutes les valeurs de x représentées par les points d'une zone infinie com- 
prise entre les droites DA et CB. 

4. Nous allons considérer les conséquences de cette formule. Mais, avant de le faire, 
nous introduirons, pour abréger le langage, les notations suivantes. Nous représenterons par 
'Km la droite qui passe par le pôle a + 2mi\J et qui fait un angle égal à Targument de m avec 
Taxe des abscisses; et nous représenterons par (K^^ e) celui des demiplans qu^on obtient 
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quand on coupe le plan de représentation de la variable x par la droite K^, qui contient le 
point £. 

Cela pose, la première conséquence qu^on tire de la formule (1.) est la formule suivante, 
qu'on obtient en y posant a==0 et p = 0: 



(2.) /H^^ 



— {x—a) 
S — - 



— (x—a) 



. — |— 2^ 



llík 



71 

\-\-i cot -77— (x — a) 



laquelle a lieu dans la zone comprise entre les droites K_i et Ki. 

De cette formule on tire une autre formule importante, en ayant égard au développement 
suivant : 



\-\-i cot -^— {x — a) 



ir. . . 2z7u 

— ix — a) — • ix — a) 

1 + e''' +e''' 



3Í7i: 



{x—a) 



1-e" 



• {x—a) 



lequel a lieu dans le demi-plan (Ko, a + 2co'), si Ton continue à supposer que Targument de 

X Tl 

O) soit compris entre — ^ et -— -. Cette autre formule est la suivante : 



(3.) 



ITT/C 

f(x) = 






— {x—a) «^ ca^n 

., CO ^ J- S -—1— 



niz 



(x—a) 



n=:i 1 — cq 



,2n' 



valable dans la zone comprise entre les droites Ko et Ki. 
hv 
En ponsant c = e *'^ et en ayant égard aux relations 



|^(2noV+í;) 



1 — cq- 



2{ sin -^— (v + 2no)') 



^2«c 



^ {^noj^-v) 



1-cf 



2n 



2í sin -^ (t; — 2noò') 



— £7 (^— ^) 



Ti S 

1 + i cot -r— (x — a) = i 



sin -r— (íc — a) 
2iú ' 
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on peut encore écrire les formules qii'on vient d^obtenir de la manière suivante: 



., N ^^^ 

•^("^=2^ 






KV [x—a — m') 



e 









2. 



(O 



ou 



(4.) 



/(«') = ! 



Tik 



n = — 00 






{x~a) 



sin -TT— (tJ + 2n(iò') sin --— (íc — a) 



ou £ = +1, quand n est nul ou positif, et £ = — 1, quand n est négatif; et 



(5.) 



^fJj n = — 



~ (o;— a — 0)^^ 



' sin ^7— (t; + 2n(ú') 



On tire de cette dernière formule, en y considérant v comme variable et en posant 



fi(xyv)==k-^f(x,v), 



les égalités 



/i (a?, V + 2a)) =/i (a?, v), /i (x, v + 2a)') = e 



{x—a) 



fi (^5 v)- 



Donc f{ (íc, v) est aussi une fonction doublement périodique de t;, de seconde espèce, dont 

ir. . . 
{x—a) 

les multiplicateurs sont 1 et ^ ^ , dont les périodes sont encore 2a) et 2a)', et dont les 

pôles sont les nombres 2W. La formule (5.) fait aussi voir que le rósidu de /i {XyV) par rap- 
port au pôle O est égal à Tunité. Nous avons donc encore la formule 



(5'.) 



f^^^-2.' 






■ (v—0)^) 



' sin -^— (x — a-\- 2niú') 



valable pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de v représentées par les points de 
la zone comprise entre deux droites qui passent par les points d'affixe O e 2a)' et dont 1'incli- 
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naison sur Taxe des abscisses est égale à rargument de K; et la formule 



(4'.) 



/H = 



tJz 



£ ^- {x—a) 

5 20) 



KllTí 

— (v-fso)') 



sm -77— (x — a + 2?i(o^) sin --— t; 



2co 



2o) 



valable aussi pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de v représentées par les points 
de la zone comprise entre deux parallèles aux droites antérieures, menées par les points 
d'affixe — 2ío' et 2m' . 

Les formules qu'on vient d'obtenir sont equivalentes à des formules connues; nous ne 
nous y arrêterons donc plus, et nous passons à considérer celles qui résultent de (1.) en y 
posant «=00, ou p= 00. 

5. Soit à Targument de c(f^, On a alors 



1 — cq^'' 



! = I 1 — I cq^"" I (cos 6 + ^ sin 6) | = /l - 2 | c 1 1 ^ P^cos 6+ | c ^ | ^ 

> \/ \ — 2\c\\qf'' + \cf\q\^^, 



4n 



et par conséquent 



ou 



l-cq^''\^>\\-\c\\qf'f 



1 — c^2'í I -> I 1 __ I c I j ^ 



2íí I 



Mais, \q\ étant <1, nous pouvons donner à th une valeur assez grande pour qu'on ait 

c I I ^2w I <- 2, quand n^m; et alors on a 



(A.) 



j 1 — cq^'' I > 



1 — |c|[^P'^>l — |c||g 



2n, 



quand n>^n\. 

Cela pose, considérons la série 



S== E 



oc ^2(n-l)(l+p) -'"^(x-a) 



n = l 1 — cq 



2n 
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qui entre dans la formule (1.), laquelle peut être décomposée dans les sommes 



n=ni—i2____ _____ (x—a) 



n = l 



^n e 



1 — cq 

^2(w-l)(l+P) n/7u , 



1 — cq 



2n 6 



• — ix—a) 



La première sommé tend vers — ^ — quand p tend vers Tinfini. 

Au moyen de Tinégalité (A.) on voit que les valeurs des modules des termes de la deu- 
xième somme sont infórieures aux valeurs des termes correspondantes de la progressioii 
góométrique 



2 



/2(n-l)(l+p 



1 — I c I q 



!2ni 



{x — a) I 



dont la raison est égale à 



,2(1+P) I 



ir. . A 
[x — a) I 



et, comme on peut donner à P' une valeur assez grande pour qu'on ait 



,2(l+p) 1 



— \x—a)\ 

|<1 



•quand jB > [3^, on voit aussi que la somme de cette progression est alors égale à 



|^2(n,-l)(14-p)| \e 



^— {x—a) I 



[i-i^llí! 



i_|.|2(n-?)L- 



ix—a) 



et qu'elle tend vers zero quand jB tend vers Tinfini. 
Nous avons donc 



lim I S I = 



1 — Cif" 
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Si Ton remarque maintenant que |c^2|P i ^ tend vers zero quand p tend vers rinfini, lor» 
qu'on a |c2'^|<l5 on tire de la formule (1.), en y posant a = et p==Qo, le développement 
suivant: 



(6. 



/(^) = 



iiík 



V. I— - 



{x—a) 



Ln=«0 



tn 



■cq-^"J 



iizk ^ 



1 + ^' cot -— - (a? — a — 2m(iò') 



valable dans le demi-plan (K-_i, co) et applicable quand |c|<|2'|~^. 



IT.V 



En posant c = e ^^ ^ on peut écrire cette formule de la manière suivante : 



(7.) /H = 



2^ 



i%v — (x—a-\-o)') 



w = 



sin -7^— (v + 2noy) 

2(0 



^ {x—a) ^ 



— • — {v—iW) 



** sin -^— {x — a — 2n(iJ) 



6. Pour déterminer les valeurs qu^on peut donner à v dans cette formule, on doit re- 
marquer que Tinégalité | cq^\<\ peut être écrite de la manière suivante : 



_!^(t'_2(o0 



<1, 



ou, en représentant par 6, & et t les arguments de o), (o^ et t;, 

1 1; j sin (t — Ô) < 2 I O)' | sin {& — 6). 

Donc la distance du point d'aííixe i; á la droite qui passe par Torigine et fait un angle 
égal à d avec Taxe des abscisses, doit être plus petite que la distance du point d'affixe 2o>' 
à la même droite. En représentant donc par L^ la droite qui passe par le point d'affixe 2no^' 
et qui fait Tangle d avec Taxe des abscisses, on peut dire que la formule antérieure est vala- 

ble dans le demi-plan (Li, — go). On suppose toujours 6 compris entre õ" ^^ "õ~* 

Dans le cas particulier ou a s'évanouit, le développement précédent est applicable dans 
la région du plan située au-dessus de K_i, pour ce qui concerne cc, et dans la région du plan 
située au-dessous de Li, pour ce qui concerne v. 



7. On a vu déjà (n.® 4) que k-~^f(x) est une fonction doublement périodique de t;, dont 



/TU 

(x—a) 



les périodes sont 2o3 et 2o3', les multiplicateurs 1 et e ^^ , et les pôles les nombres 2?z(o^ 

On a vu aussi que le résidu de cette fonction par rapport au pôle O est égal à 1. Si Fon pose 
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donc dans la formule antérieure a = et oii change ensuite x en v et v en x — «, on obtient 
la formule 



.) /H- 






■ (x~a) 



o© ^ (O 



-— (t;-t-(oO 



n = 






t-v {x—a—w') 

2(0 y _1 

^^ "" sin ~r^ (v — 2710)') 

Z(0 



valable dans le demi-plan (L—i, oo), pour ce qui concerne v^ et dans le demi-plan (Ki,~oo), 
pour ce qui concerne x. 

8. Considérons le cas particulier ou Ton a |c|<l. Alors la formule (6.) peut encore 
^tre écrite de la manière suivante 



t 



— (x—a) 



]. 



ou encore, en posant c==-- e ^'% 



tzv 



(10.)/H = -||.2.o 



1 



{x~a+u>') 



S 



2 sm -rr— sm -r— (v + 2woy ) 



^7. CC L ^ 

+ -^ S e ^'^ cotp^ (ít?— a— 2no)')' 

^O3n=0 203' 



Cette dernière formule est applicable dans le demi-plan (Lo, — oo). 

9. Nous allons maintenant chercher les formules qui résultent de (1.) en y posant a = 
Considérons, pour cela, la série 



i== E 



oc f{n-l)a ^^{x~a) 



n = i 1 — cq 



-2w 



On voit, en premier lieu, comme dans le cas de la série S, considérée antérieurement, 
qu'on a 

I 1 — C^"2« I > I I C I I ^ |~2^ — 1 |. 

Mais, comme | $'| < 1, on peut donner à í^2 une valeur qui fasse 

|c||^j-2«>l 
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quand n -^ n^ ; et alors nous avons 

j 1 _ C^--2n I •-. |c||^l-2n2 _1, 

quand n~^n<i. 

Cela pose, décomposons la série s dans les sommes 



-1 ^2(n-l)« "^{x-a) 



«2 — 1 a^ 



n = l 1 — cq 



-2n 



et 



00 Ji{n-i)a '—[x-a) 



W = «2 1 CJ-" 



-2n 



— ix—a) 



La première somme tend vers la limite -^ -^;j^^ quand a tend vers Tinfini. 

Les valeurs des modules des termes de la deuxième somme sont inférieures aux valeurs 
des termes correspondants de la progression góométrique 



O) I |62{n— 1)(7. 

V, _J ^ I - 



?í = rí2 C ^ 



l2?l-> 



■ {x—a) 



dont la raison est 



! 9. ?''■ I e 



— [x — a) 



On peut donc donner à a' une valeur assez grande pour qu'on ait 



1^1^^ \e''' 



{x - a) I 



<1 



quand a>a'; et alors le module de la somme considérée será inférieur à 



I ^ |2(%-1) a 



n'>iz 



(x-a) i 



— {X-a) 



et tend, par conséquent, vers zero quand a tend vers Tinfini. 
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{x-a) 



Donc la somme s tend vers la limite -:— ^» quand a tend vers rinfirii. 

1 — cg~- 



IO. Nous pouvons maintenant voir ce qui arrivera lorsqu'on pose en (1.) p = O, 
a= GO. 

1.^^ cas. Soit |c|>l. On a alors aussi |c|>|5'p^; et la formule (1.) donne la suivante: 



(11.) /•(-)=^ 



cq' 



,2n (x—a) 



n = i 



1 — cq^ 



) I iTík .°! 



1 + i cot -7^— (a: — a + 2mv)') 

/(O 



valable dans le demi-plan (Ki, — oo). 

On peut ócrire encore cette formule de la manière suivante: 



(12.) f{x) = 



2^ 



t%v {x—a—(u') 



'■ + e 



- (X'~a) 



00 ^ (O 



• (V~i^)') 



(O V 



n = i ' i' 



sin -^ {v — 2noò') 
Z(0 



sm -^r~ (x—-a-\- 2moí) 



Cette formule est valable dans le demi-plan (Lo, oo)^ pour ce qui concerne v] et daiis le 
demi-plan (Ki,— go), pour ce qui concerne x, 

On peut enfin écrire la formule (11.) de la manière suivante: 






1 .+ S ^ 



ix—a—oi') 



oo ^ (O 



2 sin TT- '^ sin -^ (v — 2no}') 

Z(0 ^(0 ' 



UiTiV 



+ -^ S e ''^ cot-^(*-a + 2íioO. 
Ao w=o Ao 



2.^™^ cas. Si I c I < 1 et aussi \c\>\q\^, la formule (1.) donne, en y posant a = oo, p == O, 
et en ayant égard à Tégalité 



1 



l—c 



^ S c^=:c-^^(l+c + c2 + ... + c« + c'^-+*+...) 

^ m= —a 

= Y (c~'' + c~^^'~*^ + - • • + l) + c + cM 



■(l+c-'+... + c-'^) 



Hosted by 



Google 



252 



Ja. formule suivante: 



/H 



ÍTk\ ^ cq^^ ---(x-a)\ i^]^ oc p , ^ „ / 

to |_ti=o 1 — c^"^"* J 2o) ^j=o L 2(0^ 



valable dans le demi-plan (Ki, — oo). 

On peiít encore écrire cette formule de la manière suivante: 



/H=T 



lík 



2v) y 



— (x—a—o)') tz , 

('^ — (x — a) ^ 



(t) + <,)') 



" sin -^— (v — 2íi(o') 



«=Osin-#-(íc~« + 2moO 
2(» 



ou V represente Taffixe d'un point quelconque de la zone comprise entre les droites Lo et L„i, 
Cette formule coincide avec (8.); elle est donc applicable dans une aire plus large, pour ce qui 
concerne v^ que celle que donne la méthode au moyen de laquelle on vient de la trouver. 

11. Supposons maintenant qu'on ait 



\^\-'>\c\>\q\\ 



La formule (L) donne alors 



/H= 



{r.k 



m = — oo 



1 + i cot -TT^ (x — a — 2moi') 
2o) 



íorsque | c | > 1 ; et 



itJc ^, 



i cot -— (x — a — 2mo}') — 1 



Íorsque | c | < 1. 

Ces développements sont valables dans toiít le plan de représentation de la variable x et 
peuvent encore être écrits de la manière suivante: 



^ t'j n =: — 






' sin -^r~ (x — a — 2niú') 
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ir. (^)+o)') 

Tcfc ^- (^ — «) ^ P O) ' ' 



sm -TT— (a? — a — Znoy) 

Dans la première formule on doit donner à v les valeurs représentées par les points de 
la zone comprise entre les droites Lo et Li, et dans la deuxième les valeurs représentées par 
les points de la zone comprise entre les droites Lo et L_i. 

La première de ces formules coincide avec (5^). La deuxième ne diffère pas essentiel- 
lement de la première, puisqu'on passe de la deuxième à la première au moyen de la formule 

{x—a) 

12. Considérons maintenant le cas ou |c| = 1. La formule (1.) donne alors, en y posant 

a = GO et [5 = 00, 

f(x)^— lim r_íl!___JL S c-^ fl+ícot-#-(cc-»a~2mw0^1. 

•^ ' ^ O) ,^^ Ll_c 2 m==--a \ 2co ^ 7J 

Dans le cas particulier ou c = — 1, on a, en supposant que a soit un nombre entier ^a/r, 
égal à 2í, 

f{x)='^\l--\im S {~-\Y(l+i(ioi-^-(x-a--2mi^')] 1, 

et, en supposant a = 2í+l, 

/(íc) = ^r-l-lim S (-l)-^A+/cot-^(a?-a-2wco'A • 

Ces deux formules donnent, en réunissant, dans cliacune, les termes consécutifs, deux à 
deux, 

^ smir — 
(lá.) /(a?) -1- -^— = 4- -^— S , 

sm-r— (o? — a — Zwuo ) sm -rr— (a? — a — z(m+ 1) m ) 

ou m est un nombre pair dans le cas du signe supérieur et impair dans le cas du signe in» 
férieur. 
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La première des formules considérées donne encore, en réunissant les termes consécutifs, 
deux à deux, excepté celui qui correspond à m==0, 



K(-)=íhi(--«)+i< 



smii- 



(14.) < 



siii -T— - [í» — « ~ 2 (271 — 1 ) oV] sin -7T— fí»? — « — 472oyi 



smit- 



• 2j ; — 

"""^^ sin — ~ [x—a + 2 (2n — 1) m'] sin -^ [cc — a + 4noV] 



2(0 



2(0 



13« On peut encore déduire de (1.) un autre développement de /(íc), applicable auss 
lorsque c = -— 1. En effet, si Ton y pose a=i3, il vient 






m L2 n = i 1 + ^- 



n=l 1 + í/'^ 



iiík t 



%k 



S (-1)^^+-^^ E (— iyHcot^^(íc-a-27?i(oO, 
2co m = -r/ 2co^,^__,/ 2to ' 



etj en posant ensuite a = go, 



f{x) = —~ \\m S (— 1)^ cot— ^(íc — a — 2w(oO. 



14. On peut changer les roles des périodes 2(o et 2to' dans la formule (1.) et dans celles 
qui en déeoulent, ce qui conduit à un nouveau groupe de formules, comme on va voir, 
Considérons la fonction 

ux 

OU i^ = log c, 

On a, en posant Ci = e ^'^ , 

W(0 

F(x+ 2(o' ) = F (í^) , F(x — 2i^) = e^, F(x) = CiF(x). 
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Si Ton applique maintenant la formule (1.) à la fonction F (x) et l'on remarque que son 

Ua 
résidu par rapporfc au pôle a est égal à ke ^^'^ , on trouve la formule suivante: 



(lõ.) 



u(x—a) 



"> Ll-ci \ci/ «=l 1 



«2\« 00 „2(W-1)C< V^{x- 

^L 1 V 21 g O) 



C2, 



-2n 



71 = 1 ^ 



cx 2(71-1) (1+p) -^^(a;-a) 



- cií^f 



S Cf 1 + í cot -^ (íc — a + 2ma)) . 



— tTC- 



Dans cette formule on a ^'i = e ^ , et par conséquent | ^i | < 1 . 

On tire de cette formule des conséquences analogues à celles qu^on tire de la formule (l.) 

Considérons, en particulier, le cas ou c== — 1, et par conséquent u = ít, 

Alors I Cl 1 1 ^1 I = 1 ; on aura donc 

l2'i|-^>lci|>|^iP, |ci|>l. 

Nous pouvons donc appliquer la formule (B.), qui donne 

iizix — a) 



f^""^ — -^' 



i 00 p 

o^ s Cf ; 



1 -h *' cot -T^ (a? — a + 2wa>) 



ou 



(16.) 



/(«)=^ ^" 



wi= — o» 



sin — ^- (íc — a + 2ma)) 



On trouve cette formule dans Touvrage de Briot et Bouquet (p. 287). 

15. Nous ne terminerons pas ce que nous avons ici à dire sur le développement des fon- 
ctions doublement périodiques de seconde espèce en série trigonométrique sans remarquer que 
de Tégalité (1.) et de ce qu^on a dit dans les n.''^ 5 et 9 on conclut que la formule 



/H 



«> Lw=Ol 



ni- 






H 



-In 



+ s 

n=l 1 — cg'^ 



— e 



2co ^__ 



c^ 
./ L 



1 -(- 2 cot T^— (.9? — a — 2m{ú') 
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oú ni, 712, a-, P' sont des nombres qu'on determine d'après ce qu'on a dit dans les n.^^ men- 
tionnés, represente f{x) avec un dégré d'approximation plus grand que le nombre donné par 
Texpression 





j^2(«i-l)(l+p') 


e "' 


[x-a) 




-1 ■ 


^2(W2-l)a' 


«afa , 


-a) 




[1- 


|c||2|2»»i][l_j^|2(l+P')] 




■{x—a) 


1 
|1- 


\c\\q i^í^a 1 [1 - 


-1?!^"'] 




- (x~a) 



16. Pour faire une application des formules precedentes, considérons la fonction, étudiée 
par Jacohi et Hermite 



/H = 



WiQ)%{x + v) 



H (y) e (o;) ' 



qui satisfait aiix conditions 

/(ÍC + 2K) =/(*), 

ÍTíV 

f{x-\~2{K!) = e~"^f{x), 
et admet le pôle —iKl dans un parallélogramme des période», auquel correspond le résidu 



k = e^^. 



En posant alors dans la formule (5.) 



ôn obtient la formule 



miíx 

sm -^r^ (v + 2ni¥J) 

valable dans tout le plan, pour ce qui concerne t?, et dans la zone comprise entre les droites 
Ko et Kl, qui passent par les pôles —íK' et íK^ et dont Tinclinaison sur Taxe des abscisses 
est égale à Targument de K, pour ce qui concerne x. 

La formule qu'on vient d'obtenir fut donnée par Hermite dans son beau et important Mé- 
moire — Sur quelques appUcaHons des fonctions elliptiques (1885, p. 19). 



Hosted by 



Google 



257 



Appliquons la formule (7.) à la même fonction; si Ton considere maintenant le parallélo- 
gramme des périodes qui contient le pôle iK'^ et que Ton pose, par conséquent 



k = e 



tr.v 
2K 



a^iK', 



il vient 



/w= 



2K 



)» = 



lu-x 



sin -^ {v + 2niK') 



n--=0 






(^)— '/KO 



sin^[^-(2n+l)'^'K'] 



Cette formule est applieable aux valeurs de x représentées par les points du demi-plan 
situe au-dessus de la droite K_i (Fargument de K étant compris entre — —- et -^j . Les va- 
leurs qu^on peut attribuer à v dans la même formule sont représentées par les points du 
demi-plan situe au-dessous de la droite Lj, qui passe par le pôle 2iK' et fait un angle égal à 
Targument de K avec Taxe des abscisses. 

Si Ton applique à la même fonction la formule (5^) on trouve, en posant a = — iK', 



/(^)-i^ '\1 



o 2K 



(V— iKO 



" sin -^ \x + (2n + 1) 'íK^] 



valable pour toutes les valeurs de íc, et pour les valeurs de v représentées par les points de 
la zone comprise entre la droite Li et la paralièle Lo, qui passe par le point d'affixe 0. 
La formule (8.) donne eníin, en posant a = — íK', 



f¥)- 



2K 



.■2K s 



2K 



(v+íKO 



niTix 



+ S - 
=0 



""-^^ sin -^ [x + {271 + 1) ÍK'] ^==^ sin -^(v~- 2niK') 



valable dans le demi-plan (L_i, (x), pour ce qui concerne v, et dans le demi-plan (Ki, — oo), 
pour ce qui concerne x. 



HH 
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íPoimNTOs mumm sobue oíil iugosto dí silví 



(Boletim da Direcção Geral de Instrueção Publica 
— Lisboa, 1902, t. I) 
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APONTAMENTOS BIOGRAPHICOS SOBRE DANIEL AUGUSTO DA SILYA 



Fica bem a este Boletim^ publicado por uma alta Repartição do Estado, commemorar nas 
suas paginas os homens illustres do paiz que, com trabalhos de alto valor, honraram alguns 
dos estabelecimentos que d'ella dependem. E n'este caso está o sábio eminente, cujo nome 
vimos de escrever, o qual illustrou, com trabalhos cheios de originalidade e profundeza de 
vistas, as collecçoes scientificas da Academia Real das Sciencias de Lisboa, os quaes lhe dão 
direito ao primeiro logar entre os geómetras que Portugal teve no seu tempo, e que, apesar 
d'isso, parece ir caindo em um lamentável e injusto esquecimento. E a mim, que tive por 
elle a veneração e o respeito que o seu alto mérito e as suas grandes virtudes impunham a 
quem se aproximava d^elle, e que considero como a maior das honras da minha vida a con- 
sideração e estima que me consagrou no principio da minha modesta carreira scientifica, é-me 
agradável concorrer para esta commemoração, sentindo todavia que se não encarregue doesta 
missão pessoa de mais engenho, que possa estudar com mais profundeza e descrever com 
maior brilho a sua importante obra scientifica. 



Daniel Augusto da Silva nasceu em Lisboa, na freguesia dos Martyres, em 16 de maio 
de 1814, e era filho de Roberto José da Silva e de D. Maria do Patrocínio e Silva, e irmão 
do Conselheiro Carlos Bento da Silva, que foi por varias vezes Ministro dos Negócios da Fa- 
zenda em situações politicas presididas pelo Duque de Ávila e Bolama. 

Em 1829 assentou praça na companhia dos guardas-marinhas, corpo que, para o serviço 
da Armada, Martinho de Mello, seguindo uma ideia anterior do grande Marquez de Pombal, 
creara e organizara militarmente em 1782. 
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Existiam nessa occasião em Lisboa duas escolas, de cujos programmas fazia parte a náu- 
tica: uma, denominada Academia Real de Marinha, fora creada em b de agosto de 1779, e 
a outra, denominada Academia Real dos Gruardas-Marinhas, fora creada em 1 de abril de 
1796 (^). Na primeira, que mais tarde foi transformada na actual Escola Polytechnica, e que 
preparava nâo só para a carreira naval mas ainda para diversas carreiras militares e civis, 
ensinavam-se, em um curso de três annos, as mathematicas puras e applicadas e a arte de 
navegar; na segunda, que foi a antecessora da actual Escola Naval, ensinavam-se, em curso 
também de três annos, as sciencias náuticas e militares de que carecem os oííiciaes da Ar- 
mada e a parte indispensável das sciencias auxiliares do estudo das anteriores. 

Daniel da Silva frequentou estas Academias, terminando o curso da primeira em 1832 e 
o da segunda em 1835, e obtendo na primeira prémios no primeiro e segundo anno e dis- 
tincçâo no terceiro. Entretanto,' foi promovido a guarda-marinha em 25 de agosto de 1833, 
esteve embarcado na corveta Elisa desde 25 de janeiro até 5 de novembro de 1834 e foi 
empregado na commissão de observação das marés desde 17 de maio até 18 de julho de 
1835. 

O curso de Daniel da Silva na Academia de Marinha foi, como já vimos, dos mais dis- 
tinctos, revelando-se nelle pela primeira vez a notável aptidão do joven estudante para as 
mathematicas, que desde essa occasiâo ficaram sendo as sciencias da sua predilecção. Dese- 
jando por isso ampliar os seus conhecimentos sobre estas sciencias, resolveu ir frequentar a 
faculdade de mathematica da Universidade de Coimbra, onde ainda estavam vivas as tradi- 
ções de Monteiro da Rocha, José Anastácio da Cunha, Manuel Pedro de Mello e outros, que 
tanta honra deram a esta veneranda instituição. 

Obtida para esse fim a necessária auctorização do Governo, que lhe foi concedida por 
portaria de 4 de setembro de 1835, fez n'este anno os exames preparatórios que a lei vigente 
exigia e matriculou-se em outubro de 1836 no primeiro anno da referida faculdade. 

Fazia- se n'esse tempo a formatura em mathematica em quatro annos. Estudava- se no 
primeiro anno a arithmetica, a geometria elementar e a trigonometria, no segundo a álgebra, 
o calculo infinitesimal e a geometria analytica, no terceiro a mecânica e no quarto a astro- 
nomia, a hydraulica e a mecânica celeste; e simultaneamente, na faculdade de philosophia, 
a chimica, a physica, a botânica e a zoologia. No fim do quarto anno do curso tomava-se o 
grau de bacharel e, no mesmo anno, fazia-se depois acto de formatura, que versava sobre 
todas as doutrinas mathematicas do curso. 

Daniel da Silva seguiu com regularidade os seus estudos, e fez acto de formatura em 16 
de julho de 1839, tendo por professores os sábios doutores Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto, 
que d^elle me falou algumas vezes com grande elogio, Francisco de Castro Freire, que se 



(1) Veja-se a interessante Nota sobre os estabelecimentos de insirucção naval em Portugal^ publicada em 
1892 por Vicente M. M. C. Almeida d'Eça. 
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referiu a elle com justo louvor na sua Memoria histórica da faculdade de mathematica (Coim- 
bra, 1872, p. 116)j Thomás de Aquino, Agostinho José Pinto de Almeida, etc. 

No seu curso da Universidade de Coimbra continuou o esperançoso estudante a revelar 
os dotes de espirito que tinham já tornado notável o seu curso na Academia Real de Marinha. 
Obteve partidos de õOjJíOOO réis no primeiro e segundo anno do curso e, nas informações 
finaeS; que nesse tempo eram reguladas pela carta regia de 3 de junho de 1782, foi qualifi- 
cado, em conselho da faculdade de mathematica de 29 de julho de 1839, Muito bom por três 
votos e Bom por dois. No terceiro anno do curso não obteve classificação alguma, porque 
foi comprehendido na graça de perdão de acto concedido por carta de lei de 9 de abril de 
1838. 

Terminada com tão felizes auspicios a sua formatura em mathematica, voltou para Lisboa 
a retomar o seu logar na companhia dos guardas-marinhas, sendo depois promovido a segundo 
tenente da armada em 26 de novembro de 1840. 

A vida socegada do professor tinha porém para elle mais attractivos e estava mais em 
harmonia com a sua débil constituição physica do que a vida encantadora, mas mais agitada, 
do marinheiro; e, a ver novos continentes e novos mares, outros povos e outras raças, pre- 
feriu elle conhecer novos capítulos e novos ramos das sciencias da sua predilecção. Por isso, 
quando, pelo decreto de 19 de maio de 1845, foi transformada a Academia dos Guardas- 
Marinhas na actual Escola Naval, Daniel da Silva acceitou a nomeação para lente substituto 
da cadeira de elementos de mecânica, astronomia espherica e náutica, e da cadeira de prin- 
cípios de óptica, construcção e uso dos instrumentos de reflexão, prática das observações as- 
tronómicas e dos cálculos mais úteis na navegação, etc. 

Poucos annos depois, em 31 de agosto de 1848, foi promovido a lente proprietário da 
cadeira de artilharia theorica e prática, princípios de fortificação provisional, geographia e 
hydrographia; e n'esta cadeira se conservou até á sua jubilação, que teve logar em 20 de 
outubro de 1865. Entretanto, foi tendo dififerentes promoções como official da armada, sendo 
nomeado primeiro tenente em 6 de novembro de 1851, capitão-tenente em 13 de julho de 
I8õ9, e sendo reformado no posto de capitão de fragata em 31 de dezembro de 1868. 



Daniel da Silva foi proposto para sócio correspondente da Academia Real das Sciencias 
de Lisboa, por Franzini, em sessão de 15 de maio de 1850, e em seguida eleito para este 
logar em 19 de junho do mesmo anno. Não tinha ainda nesse tempo publicado trabalho algum 
original ; havia apenas publicado uma traducção do allemão, com annotaçoes, de uma obra do 
príncipe Lichnowsky, intitulada Portugal — Recordações do anno de 1842 (Lisboa, 1844). 
Tinha porém apresentado já a esta Academia, em sessão de 27 de fevereiro de 1850, um 
trabalho notável, intitulado Memoria sohre a rotação das forças em toimo dos pontos de appli- 
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caçãoy o qual foi depois publicado no volume correspondente a 18ÕJ da sua collecçâo de 
Memorias (^). 

Neste bello e importante trabalho, em que o auctor se revelou pela primeira vez como geo- 
metra de grande valor, procura elle mostrar como variam os eíFeitos das forças applicadas a um 
corpo, quando estas forças giram á roda dos seus pontos de applicaçâo, conservando-se porem 
constantes os ângulos que umas fazem com as outras, e as diversas circumstancias notáveis 
que acompanham esta mudança de orientação das mesmas. O estudo geral da questão é pre- 
cedido do estudo do caso simples em que as forças estão todas sobre um plano e giram sobre 
elle, e, tanto a respeito doeste caso como do caso geral, são apresentados numerosos resul- 
tados cheios de interesse, de que não ó possível dar aqui noticia sem entrar em longos de- 
talhes. Todos estes resultados são obtidos por methodos elegantes, claros e expressivos, em 
que o auctor, sem perder de vista o systema de forças que considera, caminha directamente 
para o fim que tem em vista, empregando principalmente considerações geométricas, e recor- 
rendo á analyse só quando esta é naturalmente chamada a intervir. 

A theoria importante a que é consagrada a memoria a que nos estamos referindo, foi es- 
tudada pela primeira vez pelo celebre geometra allemão Mõbius, em 1837, na sua Statica^ e 
pouco tempo depois por Minding, que a enriqueceu com um theorema notável, no tomo xv 
do Jornal de Crelle, 

Daniel da Silva não conhecia estes trabalhos, quando se occupou do mesmo assumpto 
cerca de treze annos depois. Só mais tarde os conheceu por meio das Leçons de Mécanique 
analytique de Moigno, publicadas em 1868, onde se encontra um capitulo consagrado a esta 
doutrina, então desconhecida em França, e que elle traduziu de um tratado de macanica 
publicado em Christiania por Broch. Encontram-se por isso no trabalho de Daniel alguns 
resultados que já tinham sido obtidos por Mõbius. Os methodos empregados por estes dois 
sábios para os obter são porém diíFerentes e, além d'isso, na memoria portuguesa é o assumpto 
mais ampla e profundamente estudado e são obtidos muitos resultados interessantes, que não 
se encontram na obra do eminente geometra allemão. 

Uma questão da theoria a que nos estamos referindo, que tanto Mõbius como Daniel da 
Silva foram naturalmente levados a estudar é a que tem por objecto determinar as orienta- 
ções das forças a que corresponde o seu equilíbrio. Mõbius julgava que todo o systema de 
forças que está em equilíbrio em quatro orientações diíFerentes deve estar em equilíbrio com 
todas as outras orientações. Daniel chegou porém a um resultado diíFerente, mostrando que 
ha, em geral, quatro posições de equilíbrio e somente quatro. Este ultimo resultado, que deve 
substituir o de Mõbius, foi confirmado pelas indagações posteriores. 

Vinte e cinco annos depois da publicação da Memoria de Daniel da Silva, occupou-se 
também do mesmo assumpto Darboux em uma communicação feita á Academia das Sciencias 
de Paris, em 27 de dezembro de 1876 {Comptes-rendus^ tomo Lxxxm, p. 1284), onde deu 



{}) Historia e Memorias da Academia Real das Sciencias de Lisboa, 2.« série, t. iii. 



Hosted by 



Google 



265 



€onta dos resultados que a este respeito obteve, e depois em um trabalho mais extenso, pu- 
blicado nas Memorias da Sociedade de sciencias physicas e naturaes de Bordeaux (1877, 
2.^ serie, tomo ii), onde demonstrou e desenvolveu aquelles resultados. Nestes trabalhos Dar- 
boux, que não conhecia a memoria portuguesa, rectificou o erro de Mõbius, a que anterior- 
mente nos referimos, e chegou a varias proposições relativas á mesma theoria que se encon- 
tram já naquella memoria. 

Daniel da Silva teve noticia dos theoremas de Darboux por meio do extracto que Les 
Mondes de Moigno pubhcaram da sessão da Academia das Sciencias de Paris em que foram 
communicados, e foi nessa occasião que teve também noticia dos trabalhos de Mõbius. A im- 
pressão que produziu no seu espirito esta coincidência de se encontrar na invenção de uma 
theoria importante com dois geómetras eminentes, um dos quaes tinha já desapparecido, dei- 
xando um brilhante rasto na historia da sciencia allemã, e o outro principiava a brilhar na 
sciencia francesa como astro de primeira grandeza, exprimiu-a elle nos termos seguintes em 
uma carta que me fez a honra de me dirigir, em 23 de fevereiro de 18T7: 

«Quer saber o que me aconteceu ha bem poucos dias. 

Vejo annunciada no jornal Les Mondes de Moigno uma Memoria apresentada á Academia 
das Sciencias de Paris por M. Darboux, em que elle diz accrescentar muitas cousas novas á 
importante theoria iniciada na Allemanha por Mõbius e Minding. 

Quasi todas as proposições novas de Darboux estão publicadas ha vinte e cinco annos nas 
Memorias da nossa Academia, no meu trabalho sobre a rotação das forças em torno dos seus 
pontos de applicação! 

Foi por essa occasião que tive ensejo de saber que em 1868 dizia Moigno que a theoria 
de Mõbius (1837), a mesmíssima que eu tratei, ignorando a existência do meu predecessor, 
muitissimo curiosa e importante, era totalmente desconhecida em França, e que elle só muito 
tarde a veiu a aprender em um livro que um amigo lhe mandou da Noruega! 

A minha Memoria, que tem muitíssimas cousas, além do que lembrou a Mõbius, inclusi- 
vamente a correcção de um erro d'elle com cuja rectificação muito se gloria Darboux, jaz 
ignorada, ha quasi vinte e seis annos, nas bibliothecas de quasi todas as academias do mundo. 
O que aproveita escrever em portuguez! 

Tive bastante desgosto de só agora saber que, sem suspeitar sequer da existência de 
Mõbius, um dos mais distinctos geómetras da sua época, como lhe chama o Diccionario de 
Brockaus (1846), eu coincidira com elle na invenção de uma theoria, hoje declarada muito 
importante, e que cheguei no seu desenvolvimento muito mais longe do que chegara o illustre 
sábio allemãoj). 

Daniel da Silva fez, como era natural, a sua reclamação de prioridade a respeito das 
proposições reinventadas por Darboux, mas dotado de modéstia, talvez excessiva, recorreu 
para isso a um jornal de simples vulgarização scientifica, em logar de recorrer á Academia 
das Sciencias de Paris, que de certo a publicaria nos Convptes-rendus das suas sessões, onde 
tinham sido anteriormente publicados os theoremas de Darboux sobre a theoria considerada. 
Appareceu, com effeito, esta reclamação no jornal Zes Mondes^ de Moigno, em carta dirigida 
a este homem illustre, a qual foi publicada no numero correspondente a 29 de março de 1877, 
II 
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e depois transcripta no Jornal de sciencias mathemaficasj, physicas e natiiraes^ da Academia 
das Sciencias de Lisboa, e no Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas (Coimbra, 
tomo I, pag. 38). 

A Memoria de Daniel da Silva contém ainda muitos tbeoremas que se não encontram nem 
no trabalho de Mõbius nem no de Darboux. A Academia das Sciencias de Lisboa, a que aquelle 
sábio mathematico deu tanta honra, faria grande serviço á sciencia e ao paiz, se, a exemplo 
do que fez a Academia das Sciencias de Copenhague em um caso análogo , concorresse para 
tirar do injusto esquecimento em que cahiuj aquelle importante trabalho, publicando uma tra- 
ducção francesa d'elle, precedida de uma introducção histórica sobre o assumpto considerado e 
acompanhada de notas onde, a propósito de cada proposição ou resultado obtido, se indicasse 
o seu primeiro inventor. 



No mesmo volume da Historia e Memorias da Academia Real das Sciencias de Lisboa 
em que foi publicada a Memoria, a que vimos de nos referir, foi publicado ainda outro tra- 
balho do mesmo geometra, intitulado Da transformação e reducção dos hinários^ o qual, se- 
gundo o testemunho de F. Horta (Annaes de Sciencias^ tomo ii, Lisboa, 1858, p. 194), tinha 
sido composto pelo seu auctor antes d^aquelle que primeiro mencionamos e que primeiro foi 
impresso. Esta segunda Memoria de Daniel da Silva não tem a importância nem a originali- 
dade d'aquella a que primeiro nos referimos; é todavia ainda um trabalho excellente, onde se 
apresentam meios para simplificar a exposição de uma theoria importante de mecânica. 

E bem sabido que Poinsot, na sua admirável Statica, substituiu os momentos das forças , 
empregados pelos antigos geómetras como meios subsidiários para deduzir as condições de 
equilíbrio dos corpos, por forças de rotação, a que Daniel da Silva deu o nome de hinários 
(tráducção feliz da palavra couple^ empregada pelo eminente geometra fracez), e que d'este 
nK)do conseguiu simplificar e esclarecer a maior parte das theorias da Mecânica. E á theoria 
dos binários que é consagrada a memoria a que nos estamos referindo, a qual o nosso geo- 
metra simplifica em muitos pontos, e, em especial, na parte relativa á decomposição dos bi- 
nários em outros collocados em planos coordenados oblíquos, por meio de uma representação 
geométrica nova d'estes grupos de forças. 






Em 24 de março de 1852 apresentou Daniel da Silva á Academia das Sciencias de Lis- 
boa um terceiro trabalho, que tem por titulo Propriedades geraes e resolução directa das con- 
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griíencias binomias^ o qual foi publicado em 1854 no volume i da Nova serie das suas Me- 
mortas. Era n'essa occasiâo já sócio eíFectivo da Academia, tendo sido elevado a sócio livre 
em 19 de fevereiro de 18Õ1 e depois a sócio eífectivo, na sessão de sciencias exactas, em 7 
de janeiro de 1852. 

Nesta nova Memoria, consagrada a um assumpto importante de arithmetica superior, não 
brilha menos o engenho do nosso mathematico no menejo dos methodos algébricos do que 
brilhara, nos trabalhos anteriores, no menejo dos methodos geométricos. Eflfecti vãmente en- 
cerra ella fórmulas e methodos directos, mais ou menos originaes, para a resolução das con- 
gruências lineares e das congruências binomias, e ainda vários resultados novos, cheios de 
interesse, e varias demonstrações novas de resultados conhecidos. 

A este respeito mencionaremos, em primeiro logar, uma formula symbolica nova e muito 
útil, que vem no capitulo i, da qual deduziu, com extrema facihdade, primeiramente o theo- 
rema notável dado por Euler no tomo viii dos Novos Commentarios da Academia das Scien- 
cias de jS. Petershurgo^ que se refere ao numero de números primos com outro numero dado 
que são inferiores a este; depois ainda uma expressão nova da somma d^aquelles números; 
e mais adeante, no capitulo lii, o theorema importante relativo ao numero de raizes primiti- 
vas das congruências binomias, publicado por Lambert, em 1769, nas Acta eruditorum^ de 
Leipzig. Doesta fórmula symbolica deu mais tarde nova e interessante demonstração F. Horta 
nos Annaes de Sciencias (1857, 1.^ anno, p. 705). 

Mencionaremos, em segundo logar, um theorema muito digno de notar-se, que se encontra 
ainda no capitulo i, o qual contém como caso muito particular a generalização bem conhecida 
de um theorema celebre de Fermat, dada por Euler, no tomo viii, p, 75, das Nova Acta 
Petfopolitana, 

Mencionaremos finalmente a extensão de uma fórmula dada por Poinsot nas suas Béjie- 
xions sur les príncipes fundamenfaux de la théorie des nombres (p. 48) para determinar o 
numero de números primos com um numero dado, inferiores a elle, a qual se encontra ainda 
no capitulo ii; a demonstração directa de uma fórmula dada por Gauss no n.^ 86 das suas 
admiráveis Desquisitiones ariihmeticae^ á qual este grande geometra chegou por um caminho 
indirecto e que julgava difíicil obter por meios directos (capitulo iii); varias consequências 
novas d'esta fórmula, dadas também no capitulo iii; e interessantes investigações sobre as 
propriedades e o calculo das raizes modulares, que se encontram no capitulo ix. 



Os três trabalhos importantes a que vimos de nos referir, dois dos quaes são bastante 
extensos (o primeiro e o terceiro), foram elaborados pelo seu auctor em curto espaço de 
tempo. O grande espirito porém que os concebeu estava encerrado em corpo débil que não 
poude resistir ao grande esforço que aquelle teve de empregar para os produzir. Atacado 
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por doença grave que veio cortar-lhe os voos com que seguia rapidamente a tomar logar 
entre os primeiros geómetras do seu tempo, Daniel da Silva teve de abandonar o trabalho e 
nem mesmo poude rever as provas da ultima Memoria que vimos de analysar, nem terminar 
a redacção do seu ultimo capitulo, que era destinado a varias applicaçoes, entre as quaes 
figuravam as fracções continuas. 

A Academia das Sciencias de Lisboa premiou tanto valor e tão grande esforço elevando 
Daniel da Silva, na sua sessão de 20 de janeiro de 1859, a sócio de mérito de 1.* classe, a 
maior das honras que ella pode conceder e á qual corresponde uma pensão annual de 
200(^(000 réis. O parecer da commissão que propoz que se concedesse esta distincção ao emi- 
nente geometra foi elaborado por F. Horta, mathematico de grande mérito e que, pelas re- 
lações de amigo e collega no professorado e na Academia que com elle tinha, melhor estava 
que qualquer outro em condições de o conhecer e apreciar. N'este documento, que dá honra 
a quem o escreveu, e que foi publicado nos Annaes de sciencias (1858, tomo ii, p. 193), des- 
creve-se em traços largos mas expressivos e aprecia-se em phrases cheias de verdade e jus- 
tiça a obra scientifica de DanieL 



No inter vallo que vae desde 1854 a 1866 não appareceu nas collecções da Academia Real 
das Sciencias de Lisboa trabalho algum de Daniel da Silva. A doença grave a que nos refe- 
rimos anteriormente, obstou de um modo fatal a todo o esforço intellectual da sua parte du- 
rante este periodo. Felizmente, com o repouso e extremosos cuidados, voltou pouco a pouco 
a saúde perdida, e, se não poude jamais produzir trabalhos da importância e extensão 
d'aquelles a que vimos de nos referir, poude ainda illustrar as collecções da Academia com 
uma memoria e algumas notas sobre assumptos de menor difficuldade, nas quaes continuou a 
manifestar a originalidade do seu bello espirito. 

A primeira d'estas notas foi publicada em 1866 no volume i do Jornal de sciencias ma~ 
thematicas^ physicas e naturaes^ e tem por titulo Nota sobre alguns iheoremas novos de statica. 
N'ella apresentou o seu auctor duas expressões notáveis, independentes dos eixos coordenados, 
do producto da resultante de um systema de forças pelo binário resultante minimo. 

No mesmo volume do Jornal de sciencias mathematicasy physicas e naturaes^ foi publicada 
ainda em 1867 outra nota de Daniel da Silva, intitulada Amortização annual media nos jprin- 
cipaes monte-pios de sobrevivência portuguezes^ na qual elle introduziu a consideração, no es- 
tudo das condições económicas dos monte-pios, de um certo numero a que chamou taxa media^ 
ensinou o modo de o calcular e fez notar a sua importância para o calculo das quotas e pen- 
sões. As questões relativas a monte-pios interessaram muito o nosso geometra que, juntando 
a um grande espirito um coração cheio de bondade, receava as calamidades que da sua má 
organização provêem para as.familias que lhes confiam os seus haveres. Por isso se occupou 
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d^elles em artigos publicados nos n.^' 4004, 4006, 4010, 4012, 4018 e 4019 do Jornal do 
Commercio, de Lisboa, onde fez a critica do projecto para a creação do Monte-pio Official 
apresentado ás Cortes em 1867, e em um opúsculo intitulado O presente e o futuro do Monte- 
jpio Geral, publicado em 1868, onde se occupou das condições em que então se encontrava 
este ultimo monte-pio. Todos estes trabalhos de Daniel da Silva sobre monte-pios merecem 
ser meditados pelos que tiverem de occupar-se das questões de installação ou administração 
d'esta8 utilíssimas instituições. 

N^estas questões relativas a monte-pios e n'outras questões sociaes importantes representam 
um papel essencial certos valores médios relativos ao movimento da população, que no tempo 
de Daniel da Silva se iam buscar ás estatísticas dos paizes estrangeiros, apesar de os resul- 
tados que estas fornecem não serem applicaveis a Portugal, onde as condições de vida são 
diflferentes das que se dão nos paizes a cujas estatísticas se recorria. E todavia existiam já 
n'esse tempo no nosso paiz alguns elementos estatísticos para calcular os valores médios que 
lhe são. applicaveis. Este calculo fel-o o nosso sábio mathematico, empregando para esse fim 
os mappas de baptismos, casamentos e óbitos de 1860, 1861 e 1862, publicados pelo Minis- 
tério da Justiça em 1864, 1867 e 1869, o censo da população, referido ao ultimo dia de 1863, 
feito pelo Ministério das Obras Publicas, e alguns mappas de óbitos por elle colligidos no 
Monte-pio Geral e no da Marinha. Os resultados a que chegou, acompanhados de notas inte- 
ressantes, relativas á comparação dos números que obteve com os que fornecem as estatísticas 
de outros paizes, foram publicados em 1869 no volume ii do Jornal de sciencias mathematicas, 
physicas e naturaes, em um artigo intitulado Contribuições j^ara o movimento comparativo da 
população em Portugal, 

Ao trabalho a que vimos de nos referir seguiu-se outro em 1872, o qual foi publicado nas 
Memorias da Academia Real das Sciencias de Lisboa, e qae tem por titulo De varias fór- 
mulas novas de geometria analytica relativas aos eixos coordenados oblíquos, 

lí'este trabalho interessante e útil generaUzou o seu auctor para o caso de eixos das 
coordenadas com direcção qualquer algumas fórmulas, correspondentes aos eixos orthogonaes, 
que se encontravam nos livros consagrados ao ensino da geometria analytica, taes como as 
que servem para determinar os cosenos dos ângulos que faz com os eixos a recta perpendi- 
cular a duas rectas dadas, as que dão o seno e coseno do angulo de duas rectas dadas, a que 
relaciona as áreas planas com as das suas projecções sobre os planos coordenados, etc; e 
fez applicação de algumas doestas fórmulas a uma questão de Mecânica por elle já anterior- 
mente considerada na sua memoria, Da reducção e transformação dos binários, atrás men- 
cionada. Para obter aquellas fórmulas empregou Daniel methodos claros e simples, acompa- 
nhados de uma analyse cheia de elegância e symetria. 

O ultimo trabalho que Daniel da Silva escreveu é de uma Índole diíFerente de todos os 
anteriores, pois refere-se a uma questão de physica, e revela a variedade de aptidões do seu 
bello espirito. O assumpto considerado n'elle é a theoria da chamma; foi publicado no Jornal 
de sciencias mathematicas, physicas e naturaes (1873, tomo iv, p. 113) e tem por titulo Con- 
siderações e experiências acerca da chamma. 

Encerra este trabalho primeiramente algumas indicações interessantes e instructivas sobre 
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o que se passa no phenomeno da cliamma; em seguida os meios engenhosos imaginados pelo 
auctor para medir a velocidade com que, nos bicos em forma de leque, o gaz de illuminação 
atravessa a fenda do bico, e aquella com que sae da zona azulada; e finalmente os resultados 
das experiências para este fim realizadas. 

O sr. Benevides, que se occupou com successo do estudo da chamma em excellentes ar- 
tigos publicados em 1872 e 1873 nos Annales de Chimie et Physique^ de Paris, e no Jornal 
de sciencias mathematicas^ jphysicas e naturaes^ referiu-se com louvor ao trabalho de Daniel 
em um artigo publicado no tomo vi doeste ultimo jornal. E também ao mesmo trabalho se 
referiu com elogio, em uma carta dirigida a este sábio mathematico, que o sr. Benevides fez 
conhecer no citado artigo, o Dr. Heumann, de Zurich, que estudou também a chamma em 
artigos publicados em 1876 nos Annalen der Chimie^ de Leipzig. 



Descripta a obra scientifica de Daniel da Silva seja-me permittido, evocando gratas recor- 
dações de tempos distantes, referir- me ás relações que tive com o eminente geometra. Creio 
que me desculpará que o faça quem attender a que estas relações me deram os meios de 
conhecer e apreciar, sem ter de recorrer a informações de extranhos, o seu bello caracter, 
ao qual não devo deixar de me referir aqui. 

Ouvi pela primeira vez falar de Daniel da Silva em Coimbra, quando frequentava o ter- 
ceiro anno da faculdade de mathematica, ao professor da cadeira de Mecânica racional, 
Dr. Teixeira de Queiroz, que, quando explicou a bella theoria de Poinsot sobre os binários 
de força, se referiu com elogio aos importantes trabalhos do geometra portuguez a respeito 
d'aquelle assumpto. 

Vinha eu de pubHcar ha pouco tempo um pequeno opúsculo sobre o desenvolvimento das 
funcções em fracção continua, e, depois de algumas hesitações naturaes, resolvi remetter-lhe 
um exemplar doeste trabalho. 

Passado algum tempo recebi, com surpresa e prazer, uma carta, datada de 6 de janeiro 
de 1872, na qual elle, depois de me apresentar os seus agradecimentos pela minha insignifi- 
cante oíferta, dizia, referindo-se a si próprio, as palavras seguintes: 

«A paixão pelo estudo das sciencias mathematicas, que foi em mim assaz desordenada, pelo 
excesso, desde muitos annos se tem reduzido ás proporções modestas de amor platónico. 

A diurna e gravissima enfermidade que padeci, pelo excesso de appHcação, deixou após 
si o deshabito da contensão do espirito e mesmo talvez a impossibilitação para as aturadas 
investigações. 

Restou-me porém das ruínas do meu passado scientifico á affeição admirativa, o vivo in- 
teresse de sympathia que me ligam sempre áquelles que se distinguiram de um modo notável 
na sciencia objecto das minhas predilecções. 
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Dizer pois que estimo desde já cordialmente o auctor da Memoria que recebi, é muito 
mais que um cumprimento epistolar: é o simples enunciado de uma condição inevitável da 
minha organização». 

Transcrevemos aqui esta passagem da carta de Daniel da Silva, porque ella descreve 
singela e eloquentemente o homem que sacrificou á sciencia todo o seu tempo, a sua saúde 
e que esteve prestes a sacrificar-lhe a própria vida, e que, modesto e bom, acolheu com ca- 
rinho o humilde ensaio de um obscuro estudante. 

A esta carta seguiram-se muitas outras, cheias de conselhos affectuosos, que eu conservo, 
com a mesma veneração que um crente tem pelas reliquias de um santo, como recordação do 
sábio e do amigo. 

Em uma d' estas cartas refere elle um facto interessante relativo a Laplace, que me parece 
ser hoje desconhecido. E que o celebre auctor da Mécanique celeste foi convidado por Mar- 
tinho de Mello, Secretario dos Negócios da Marinha e Ultramar, no intervallo de 1770 a 
1796, e restaurador da instrucção naval em Portugal, a vir estabelecer-se em Lisboa. Mui- 
tíssimo agradecido, respondeu-lhe o sábio, mas falta-me ahi o meu theatro. Não tem razão, 
replicou o estadista portuguez, ha aqui o excellente theatro de S. Carlos. Laplace não acceitou 
porém este honroso convite; porque o theatro que lhe faltava em Lisboa era o Observatório 
de Paris. 

Só duas vezes fallei com Daniel da Silva: uma em Lisboa, quatro annos depois de prin- 
cipiarem as nossas relações, outra em Coimbra, em uma occasião em que elle veio visitar 
esta cidade em companhia do seu único filho, um rapaz intelligente que infelizmente falleceu 
no verdor dos annos quando, terminado o seu curso na Escola Polytechnica, se preparava^ 
cheio de esperanças, para concorrer a um logar de professor neste estabelecimento de in- 
strucção. 

Quando, depois de repetidas instancias suas, acceitei um logar de astrónomo no Obser- 
vatório de Lisboa, e parti em agosto de 1878 para esta cidade a tomar posse d'aquelle logar, 
tinha elle sabido para fora da capital, onde não voltou mais em vida. 

Durante a sua ausência de Lisboa foi atacado por uma pneumonia, e, em 6 de outubro 
de 1878, deixou de bater o seu coração cheio de aífectos e desappareceu doeste mundo a 
sua alma, rica de ideias, que tantas vezes já luctara contra a morte para viver para a 
sciencia. 

Daniel da Silva viveu sempre modestamente, todo entregue aos seus deveres de professor 
e aos seus trabalhos scientificos, sem aspirar nem a honras nem a empregos, que, pela sua 
posição social e alta collocação de seu irmão, fácil lhe seria obter. Viveu para a familia e 
para a sciencia, a qual serviu tão desinteressadamente que nem sequer tratou da propaganda 
dos seus trabalhos nos meios scientificos extrangeiros. O seu amor á sciencia re£ectia-se sobre 
os que se occupavam d^ella, e sobre a Academia das Sciencias de Lisboa, á qual consagrava 
uma viva affeição e á qual confiou a publicação de todos o seus trabalhos scientificos. 
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Não terminaremos estes singelos apontamentos para a historia das mathematicas em Por- 
tugal, sem chamar a attençâo das nossas escolas de instrucçâo superior para a conveniência 
que haveria em se consagrarem algumas lições á historia das sciencias n^ellas professadas. 
Não fica bem a quem terminou um curso de sciencias exactas desconhecer a historia doestas 
sciencias, nem a quem terminou um curso de philosophia natural ignorar a historia da phy- 
sica, da chimica, da botânica, etc. 

E certo que muitos professores indicam, a respeito de cada facto, proposição ou theoria 
que ensinam, o nome do seu inventor; mas estas indicações desconnexas são insufficientes 
para darem ideia do modo como se fez a evolução de cada sciencia. O que se torna neces- 
sário é que se descreva resumidamente e a traços largos a sua marcha progressiva desde os 
seus principios até aos tempos modernos e que se indique o papel que nesta evolução desem- 
penhou cada um dos seus mais eminentes cultores. Se esta ideia tiver seguimento, a historia 
da sciencia portugueza ha de ser de certo também considerada e o nome de Daniel da Silva 
mencionado, perpetuando-se assim na memoria das successivas gerações académicas. 

Porto, outubro de 1902. 
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ilE SUÍl niíEGfiilíl DES EQUIÍIS M BEBIKES PIRÍíELLES DU SECONDE ORDRE 



(Bulletin de la Soeiété mathématique de Franca 
— Paris, 1881, t. XVII) 



JJ 
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MOTE SDR L'INTÉGRâTION DES ÉQUATIOHS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU SECONDE ORDRE 



1. Je vais considérer Téquation aux dérivées partielles du seconde ordre 

(1) Jír + 2Ks + U + M + 'í^(rt-s^^) = 0, 

oii H, K; Lj M, N représentent des fonctions de íc, ?/, z^Py q-, et ou Ton pose, suivant Tiisage, 

dz dz d^z drz drz 

dx'' dy"* dx^ ' dxdy ' dy' ' 

M. Imschenetsky a fait voir, dans son Etude sur les méthodes dHntégration des éqitations 
aux dé7Hvées partielles du seconde ordre (pages 130 et 131 de la traduction par M. J. Hoíiel), 
que cette équation peut être transformée dans une équation linéaire, quand on connait une 
íntégrale primitive particulière avec trois constantes arbi traíres. 

Ensuite, en se basant sur les importants recherches sur la théorie des intógrales des équa- 
tions aux dérivées partielles, publiées par Ampere dans les caliiers xvii et xviii du Journal 
de VÉcole Polyteclinique^ il a fait voir que cette équation se simpliíie considórablement quand 
cette Íntégrale satisfait à un ou aux deux systèmes d'équations de la caracteristique^ anxquels 
Monge et Ampere ramènent le problème de Tintégration de (1). 

Comme la tliéorie de Ampere, qui ne se prête pas aisément à une exposition succinte, ne 
se trouve pas dans les Traités systématiques de Calcul integral, je crois qu'il ne será pas 
inutile de voir comme on obtient les mêmes résultats par des considérations directes. Cest 
le but que nous nous proposons dans cette Note. 
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2* Soit 

(2) z = oy(x, y, a, ^, -q) 

une intégrale particulière de (1) avec trois constantes arbitraires a, p, r^. Nous avons Tidentité 

(3) H,-^ + 2K.-^^ + L,^ + M, + N,[^^-(^ 1=0, 

OU Hl, Kl, Li, Mj, Ni représentent des fonctions de w, íc, ?/, -^, -y-. 

M. Imschenetsky considere ensuite a, p, */] comnie variables et introduit en (1), au lieu 
de la variable dépendante ^, la variable yj déterminée par (2) et, au lieu des variables indé- 
pendantes x et y^ les variables a et p dóterminées par les équations 



(4) 



j diú doò d'q ^ 
da d'q da ' 

do) do) d'q 



Pour obtenir Téquation dans laquelle se transforme de cette manière Téquation proposée, 
on tire de (2) 



d(tí 


d(ú 








ídp dp 
"^ \da ' dr^ 


d-q \^ da ^ ( dp dp 
da) dx ' Wp ' d-ri 


àq\ d[i 
d^J dx' 


dho 

dxdy 


, ídp dp 

^Ví?a d-q 


d-íi\ da í dp dp 
dal dy + U|3 '^ d-q 


d-q\ áp 
d^) dy' 




1 (dq , dq 
\da ^ d-f] 


d-q \^ da ^ 1 dq ^ dq 
da) dy ' WP d-q 


d-q\ d[-i 
d^J dy' 



ensuite on substitue dans les expressions precedentes de r, 5, t les valeurs de -y-, -^— , ~j-, ~~ 

CtX CtX (Juu CbiJ 

que Ton tire des équations du premier dégré qui résultent de la difFérentiation des deux équa- 
tions (4) par rapport á cc et à ?/; et enfin on substitue les valeurs qui résultent pour r, s, t 
dans Tóquation (1). On trouve de cette manière, ayant égard à (3j, Téquation suivante: 
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ou 



E, Sj T, U sont des fonctions de a, p, -q —~^ -^ donnóes par les formules suivantes: 









+(Ki-Ni.i) 

+(Li+Nin) 



djpi dp\ d-q \ / dqi dqi d'q \ /ápi c^pj. d'q 
1^ ~^ lljr[ ~d^) \d^ "^ ~d^ ~d^) "^ \ JjT "*" áv^ ~^ 

cZ^'! dqi d-q \ / (i^i dqi d'q 



d^ d'q (ip / \ da d-q da 



dqi dqi d'q 
da d-q da 



T=m^N,,)(% + * M'+2(K._N,.,)(i|i + %4) (^ + # 4? 



\ íía d'q da 



+ (Li + Nin) 



(ia c^vj da 

dqi dqi d-q 
da dq da 



da d-q da 



doò 
d-q 



U=Ni 



dpi dpi d-q \ í dqi dqi d-q \ /dpi dpi d-q \ í dqi dqi d-q \ 
da d-q da j \ d^ d-q d^ ) \ d^ dr^ d,^ ) \ da d-q da ) _^ 



+ 



Ri[ 



á^o) , á^o) d-q 

j__ — ___ _ -j- 



d-q 
da^ dad-q da d-q^ \ da 



,90 r d^is^ d^(ú d-q d^oò d-q d^oò d-q d-q 

Ldad^ dad-q d^ d-qd[i da ' d-q"^ da d^ 

r d^o) á!^03 d-q á^oj /d-q \'^' 



oú je pose, pour abreger, 



do) 



doò 



^^~ dx' ^^~ dy' '^^~ dx^' 



Si = -T-j-f i\ 



dxdy'' 



dy^' 



3. Cela pose, j 'entre dans le sujet de cette Note, c'est-à-dire, je vais considérer le cas 
oú Ton obtient Tintégrale (2) au moyen d'une ou de deux intégrales intermódiaires particu- 
lières de (1), avec une constante arbitraire chacune. 

Soit 



(6) 



f{x,y,z,p,q) = a 
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une intógrale intermédiaire de (1) avec une constante arbitraire a. On sait que la fonction 
f{x^y^z^p^^ satisfait aux óquations qui résultent de rélimination de deux des quantités 
r, s, t entre (1) et les équations suivantes: 



(7) 



\^ dx dz^ dp dq ' 

\ dy^ dz^^ dp' ^ dq *~^' 



et que ces équations sont 

\ãy ^ dz J dq^ dp \dx ^ dz , 

--(f+^í)f+M(fr-(f+*f)-- 
«-(f)'--ff+-(f)' 



\dy ^ dz J dq \dx dz / dp 



Soit maintenant Téquation (2) une intégrale particulière de (6), que Ton peut obtenir, 
comme on sait, par la móthode de Lagrange et Charpit. La valeur qu'il donne pour z satis- 
fait aux équations precedentes, et par conséquent satisfait aussi à Téquation suivante: 

(8, (H + N,) (^)'_2(K_N„f f + (L + N,.,(|)'^0. 

qui resulte de Télimination de 

dx dz'' d,y dz 

dans la seconde au moyen des équations (7). 

Mais, en diíFórentiant (6) par rapport á j3 et considcrant 2, p^ q comme des fonctions de p 
déterminées par (2), on trouve 

df / ddò diú d'í] \ I ^f /rZpi dpi d'q \ df / dqi dqi àq \ 
~d^\l:f~^l^~d^)~^'d^\~d^'^~r^ l^)~^l^\df'^'d^ Tf)^ ' 
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ou, en vertu des équations (4), 



df [dpi ^ dpi dri\ df / dqi dqi d'q\ 



dpi \ d^ d'q d^ ) dqi \ d^ d'q á^ 

En substituant maintenant dans Texpression de R la quantité 

dj[)\ dpi d'q 
~df'^~dri~ ~d^ 

par sa valeur, donnée par cette équation, on trouve 

/dqi dq{ d'q\^ 



dpiJ 



(H^+l^-WlC 



Donc, en vertu de la formule (8), nous avons R = 0, et Téquation (5) prend la forme 
simplifiée suivante: 



à\ , r.^ àh 



ri 



4. Soient maintenant 



(9) 



2Sit + '^7zF + ^='- 



f{x, y, z, p, q) = a, 
F (x, ?/, z, p, q) = ^ 



deux intégrales intermédiaires de (1) avec deux constantes arbitraires a et p. Si chacune 
d'elles satisfait à un des deux systèmes d'équations diíférentielles ordinaires, auxqueis Ia me- 
thode de Monge ramène le problema de Tintégration de Téquation (1), ou à un des deux 
systèmes d'équations aux dérivées partielíes du premier ordre, auxqueis la methode de Boole 
ramène le même problème, on sait que les valeurs de p et q données par les équations (9) 
rendent 

dz ==pdx'i- qdy 
intégrable. De cette intégration résalte Téquation (2). 
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Dans ce cas, on voit, comme dans le cas antérieur, que R = 0. Ensuite, en éleminant 
dans Texpression de T la quantité 

djpi dpi dr^ 
da d'q da 

au moyen de Téquation 

dF í dpi dpi d-q \ _, dF / dqi dqi d'q \ 
dpi \ da d'q da ) dqi \ da dr^ da ) ' 

et ayant égard à réquation qui resulte du changement dans (8) de / en F, on voit aussi que 
T = 0. 

L'équation (5) prend donc la forme suivante: 

^ScS^- + U = 0- 
5. Soit maintenant 

K2-HL-[-MN = 0, 

ce qui arrive quand les deux systèmes d^équations de la caractéristique coincident, et soit 
encore 

f(x, y, z, p, q) = a, 

une intégrale particulière de (1) avec une constante arbitraire a. 

En diíFérentiant cette équation par rapport à a et á [5^ considérant z^ p^ q comme des 
fonctions de a et p déterminées par (2), et en ayant égard à (4), on trouve 

df í dpi dpj^ ^q\ ^ Jf^ (dq^ dqi^ éq \ _ 
dpi \ d^ ^ d-q d^ I ' dqi \ 4:1 "^ d-q d^ ) ~ ' 

_df_ ídpi^ , dpt ^drA ^£^ í dqj dq\^ d:q \ _ 
dpi \ da d-q da ) dqi \ da d-q da j 

En substituant ensuite dans Texpression de S les valeurs que ces équations donnent pour 

dpi dpi d-q 
~df~^~d^ Tp ' 

dpi^ _;_ ^Ei ^'1 
da ' d-q da ' 
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on trouve 



/ dqi dqi dy] \ / dqi dqi d'q 
ç, \ da d'q da ) \ d^ d'q d^ 



,dpU 

■^(■^-'^")ff+(L.+K„)(fr 

dqi dqi d'q \ 
"df ' ~d^ ~df) 



(HH-N..)(|^)^ 



\d^i 



.(H,+N..0|;- + (K.-N.a0|Jj, 



et par conséquent, en vertu de (8), 



'dqi ãqi d-q 

„ \^'^"Ãf ~df 

ydpi 



- (Hl + Niíi) ^ + (Kl - Nisi) ^ 



Mais l'équation (8) donne 



cy _ K - Ns + V^ (K - Ns)^ - (H + m) (L + Nr) d£ 

dq H+m '1^ 



__ K-Ng + t/Ka-HL + MN df K-Ng df^ 
Donc nous avons S = O, et l'équation (5) prend la forme 



T^ + U = 



KK 
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DIVERSOS âRTlGOS SOBRE GEOMETRU HIULIÍTICI PUlNil 
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SUR LA CODRBE ÉQUIPOTENTIELLE 



(Arehiv der Mathematik und Physik — Leipzig, 1902. Reihe III, Band III) 



!• Le nom de courhe équijpotentiette a étó donné par Cayley, dans un important article 
publié dans le Philosojphical Magazine (t. xiv, 1857), à la courbe représentée par Téquation, 
en coordonnées bi-polaires, 

(1) ™+4==A, 

ou m, m' et k représentent des quantités constantes données, et p et p^ les distances des points 
de la courbe à deux foyers dont la distance est égale à a. Dans ce travail Téminent géomètre 
determine la forme générale des ovales qui constituent la courbe, et leur disposition par rap- 
port aux foyers, pour les diverses valeurs de k, par des considérations presque intuitives, 
sans entrer en détails analytiques. lei nous allons donner quelques indications sur une ma- 
niere de faire la théorie analytique de la courbe, et en déduire quelques-unes de ses pro- 
priétés qui ne se trouvent pas dans le travailde Cayley. 

2. En prenant pour origine des coordonnées un foyer et pour axe des abscisses la droite 
qui passe par Tautre, on a 
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et, par conséquent, en éliminant x, y et p' entre ces équations et (1), 
(2) X- 



(a^ + p^) (kp — am)^ — aW^p^ 



2 a (/cp — am)^ 



9 



f^\ ,, ^ >^^V^(p — ai)(p — «2)...(p — «8) 

'^ ^ ^ 2a{k^-amf ' 

ou ai, «2, . . ., ag représentent les racines des équations 



(4) 



(p — a) (kp — am) — am'p == O, 
(p — a) (A:p — am) + am'p = O, 
) + a) (kç — am) — am'^ = O, 
(p + a) (kp -— am) + «^>^'p = 0. 



A Tégard de ces racines il convient de remarquer que celles de la premiere et des deux 
dernières équations sont réelles et inégales. Celles de la deuxième sont réelles quand on a 

(k + m — m')^ — Akm ^ O 



on 



lk-(\/m + \/m')^] [k-(\/m- \/m')^] > O, 



et imaginaires dans le cas contraire; et par conséquent elles sont réelles et inégales quand 
A: > ( [^m + V W)^, et quand k<( ym — v m^)^, imaginaires quand k est compris entre ces deux 
valeurs, et égales quand k = (Vm-\-vm')^j et quand k = (v'm — Vm')'^. 

3. Cela pose, supposons que les racines «i, «2, . • ., «8 sont toutes réelles et inégales et 
que «8 > «7 >« . .> ai. Dans ce cas y est réelle quand p est comprise entre ag et «7, ou entre 
ae et as, ou entre aí et «3, ou entre a^ et ai, et imaginaire dans les autres cas. La courbe 
est donc composée de quatre ovales, symétriques par rapport à Taxe des abscisses et qui cou- 
pent cet axe. 

En déterminant au moyen de Téquation (2) les valeurs de x qui correspondent aux va- 
leurs ai, «2, . . ., as, données à p, on pourrait trouver, en chaque cas parti culier, la disposi- 
tíon des ovales par rapport aux fojers; mais on n'en a pas besoin, parceque cela resulte 
immédiatement de TanalyBe de Cayley. 

Nous allons déterminer les points des ovales ou la tangente est parallèle ou perpendicu- 
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laire à Taxe. Pour cela, employons la formule 

dy _ A;2[F(p)(A:p-am)-4^F(p)] 



dx 4 p [(/cp — am)^ + a%m'^] v F (p) 



ou 



F (p) = — (p — «i) (p - «2) . . . (p — as) ; 

afin de déterminer les valeurs que p prend dans les points oíi la tangente est parallèle à Taxe 
de la courbe, on en tire Téquation 

F' (p) (^p — am) — 4A:F (p) = O, 

qui est du huitième degré par rapport à p. A Tégard du nombre de ces points nous remar- 
querons que, la fonction F^ (p) étant négative pour p = a8j «6, «4, .•., «2, et positive pour 
p--=a7, «.),•••? ^3, «1, le premiar membre de cette équation change septe fois de signe, 
quand on donne à p les valeurs ag, ay, ote, • • ., «i. Donc chaque ovale a seulement un point, 
de chaque côté de Taxe, ou la tangente est parallèle á cet axe, à Texception d'un qui peut 
en avoir un ou trois. 

La tangente est perpendiculaire à Taxe dans les points qui correspondent aux valeurs de 
p données par Téquation 

am — a ^ mrrJ'^ 



(kç — am)^ + à^mm''^ = ou p = 



k 



A ces valeurs de p correspondent deux points, placés symétriquement par rapport à Taxe de 
la courbe, et qui sont réels quand p est compris dans un des intervalles (as, ay), (ae, as), . . ., 
(«2, ai). 

4. On étudie de la même manière le cas oíi deux des racines «i, ag, . . ., a% sont ima- 
ginaires. Alors la courbe est composée seulement de trois ovales. 

Si deux des racines ai, «2, • • ., as sont égales, la courbe est composée de quatre ovales, 
mais deux d'entre eux ont un point commun placé sur Taxe. Dans ce point on a 



úk=--{\^m+ /m^S et 



/j = (v/m— \/m'f. 



aym 

Vm-\-Vm' 



ay m 



, /m — / 



~~7' 
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§• Les points qu'on determine en coupant la courbe par une transversale quelconque, 
jouissent de quelques propriétés qui, à ce que je crois, n'ont pas encore été remarquées. 
Soit 

Téquation de la transversale considérée. Elle coupe la courbe en huit points ou p prend les 
valeurs données par Téquation suivante, qui resulte de Télimination de íc et de ?/ entre Téqua- 
tion de la transversale et les équations (2) et (3): 

A [(a2 + p2) (ki^ _ amf - a^m''^f] + BA:^ /y [p) + 2 aC (A:p - amf = O, 



ou 



ou 



B%^F (p) ~ I m - amf [2 aC + A {o? + p^)] - a^-m^y j 2 = O, 



k'^ {ã:^ + B^) p8 - 4 amh^ ( A^ + B^) p7 + . . . + a^m^ [Wa^ + (2 aC + Aa^-f] ^ 0. 

Cette équation fait voir que la somme des distances pi, p^, . . ., p8 des points ou la droite 
coupe la courbe au foyer qu'on a pris pour origine des coordonnées, satisfait à la condition 

pl + p2+.. .+ p8=4-y-. 

On voit aussi que la somme des distances pí, p^, ... des mêmes points à Tautre foyer satis- 
fait à la condition 

' I ' I I ' A ^'^' 

Pl + P2 + - • .+ p8== — 4-^. 

On en conclut que la somme des distances entre les points ou une transversale quelconque coupe 
la courbe et un foyer est constante, 

On voit, au moyen de la même équation, qu'on a 



(5) pi p2 . . . p8 -- 



k^ 



.^,_, C(C + Aar 



«2 + 4- 



A2 + B2 



En posant = 0, on voit que le produit des distances à Torigine des points oíi les transver- 
sales qui passent par ce point coupent la courbe, satisfait à la condition 

a^n^ 

(6) Pip^2...p8--'^;-. 
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De la même manière on trouve, pour les transversales qui passent par Tautre foyer, 



pi P2 • • • p8 ^ 



là 



On en conclut que le jproduit des distances à iin foyer des points ou une transversale quelconque^ 
passant par ce foyer ^ coupe la courhe^ est constant. 

Mais ce n'est pas ce corollaire de Téquation (5) qii^il y a intérêt à considérer ici, parce 
qu'il est un cas particulier d'un théorème general connu, applicable á toutes les coiirbes cy- 
cliques. Ce qu'il nous convient de considérer resulte de (5) en posant dans cette équation 

C + Aa = 0. 

L^équation de la droite considérée prend alors la forme 

A {x — a) + B?/ = O, 

et on voit qu^elle passe par le foyer (a, 0). Et, ayant égard à Téquation (9), on conclut que 
le produit des distances à un foyer des points ou les transversales^ qui passent par Vautre^ cou- 
pent la courhe^ est constant. 



LL 
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SOBRE DM CURVA NOTABLE 



(El Progreso Matemático — Zaragoza, 1899, série 2.% t. I) 



Consideremos dos rectas fijas que formen im ângulo dado co y una recta movil tal, que 
el segmento comprendido entre las rectas íijas tenga una longitud constante l. La envol- 
vente de la recta móvil es una curva cuya ecuación fuó obtenida por Merlieux y Joachimsthal 
en los tomos i y vi de los Nouvelles annales des mathématiques . Eespecto de esta curva, pro- 
puso M. Barisien, en V Intermédiaire des mathématiciens., una cuestión que tiene por objeto 
determinar el área limitada por ella. 

Varias respuestas se presentaron, entre las cuales una nuestra, fundada en la propiedad 
que tiene esta curva de ser paralela á un astroide {Intermédiaire ^^ t. v, p. 160-163). 

Ahora vamos á demostrar, por un método directo y puramente analítico, el resultado ex- 
puesto en el lugar mencionado. 

Tomemos por ejes de coordenadas las rectas fijas, y sea 



la ecuación de la recta movil. Esta recta corta á las rectas fijas en dos pontos, cuya distan- 
cia l está dada por la ecuación 

P = a'^-^- J2 — 2 ah cos co. 
La envolvente de la recta móvil se obtiene eliminando o^ h y —=— enti e las ecuaciones que 
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preceden y las siguientes 



a — h cos 03 + (6 — a cos 03) -^r~ = O- 

^ da 

Para hacer esta eliminación, notemos en primer lugar que las dos últimas ecuaciones 
dan 

X y h cos O) — a ^ 

y que esta ecuación combinada con la ecuación de la recta móvil da 
P' x = a^{a — h cos (o), l'^y=zh'^{h — a cos 03), 
ó, eliminando 6, 



P x^a^\a sen^ (o 4- cos 03 i/ Z^ — a^ sen^ 03], 



Z'^ y = + [a cos 03 + l^ ^^ — a^ sen^ 03]^ yP — à^ sen'^ 03. 

Para obtener la ecuación de la envolvente pedida faltaba eliminar a entre estas dos ecua- 
ciones. Pêro puede estudiarse Ia curva sin hacer esta eliminación y, en particular, determinar 
el área, que limita, como vamos á ver. 

Sea S un área limitada por un arco de curva y por los vectores de los extremos de este 
arco. 

Tenemos 

^^ 1 f dx dy\ 
aíS = -7r- h/-^^ ^-r-] sen 03. 

2 \^ da da] 

Luego el área limitada por la curva y por los vectores de los puntos en que a = y 
a^a\^ está dada por la fórmula 

^ sen 03 í 3 ^ 2 2 ,2 _j. q 2 o T"* ^*^^ 

S = ^y^ ] -^ a\ cos 03 sen^ co — a\ r cos 03 ^r ^ sen^ 03 cos 2 03 v 



21* í 2 ' - J^ i/Z2-a2sen2o3 



+ Z2(3sen2o3-2cos2o3) 



r 



[/P — a^^^en^íúV 
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donde se debe emplear el signo superior, cuando se considera un arco de eurva en el que y 
es positivo, y el signo inferior, para el caso contrario. 
Pêro tenemos 



í 



"1 a^da V" V a? sen^ 03 , /^^ ; ^— 3 ai sen 



4/72 — 2 — V~ *^ ^1 «^^^ ^ 4 /72 — 2 — r~ 
yr — ai sen^ co — ^^ j^ — ~ V l —ai sen^ od 



V^Z^-a^sen^o) sen^o [_ 4Z^ ^ 8 l^ 



3 «iseno) 

-T- are sen - 



Z 



J^"í a^da Z^ I 1 «1 sen o) , /^^ 5 r- 
, — = = X — — — r;^ KZ^ — a;sen^ 
o v/Z^^-a^sen^o) sen^coL 2 Z^ 

, 1 ai sen co n 

+ __arcsen_^— J. 

Luego 



sen í<^ i f » / ' 

S = ^ -^ a\ cos 03 sen^ 03 — a? Z'^ cos od Ijl — ai cos 2 o) yV^ — d\ sen^ ( 

Z'^ai 



+ 77— — 5 — (cos^ 03 + 3 sen^ w) V Z^ —- a\ sen^ 03 
— 8 sen- 03 

, Z* / 9 1 Q <» N «1 sen 03 

-h -p^ ^ — (cos^ to + o sen- 03) are sen -, 

-^ 8 sen^ 03 l 



Esta fórmula da el valor dei área pedida. 

Haciendo ai = , resulta para el valor dei área limitada por los vectores de los pimtos 

sen 03 



^^' ^^ ^ ("^^í^' V y P^"^ ^^ '^''''^^ 



^ Z^ ( cos 03 cos^ 03 + 3 sen^ 03 
4 / sen 03 8 sen^o3 



y para el valor dei área limitada por los vectores de los puntos (O, —Z) y ( , Oj y por 



la curva 



^ P \ cos 03 cos^ 03 + 3 sen^ co \ 
4 sen 03 8sen'^o3 \ 
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En área limitada por la curva tiene pues por expresión 



^ P cos"^ 00 + 3 sen^ m Z"^ 1 + 2 sen^ o) 



La clase de curvas de que hemos tratado tiene como caso particular una curva á que se 
da el nombre de astroide, que corresponde á co = -^. A las curvas consideradas se ha dado, 
como dice el sr. Brocard, el nombre de tetracúspides ; talvez sea preferible darle el nombre 
de astroides llamándose la que corresponde á oj = -^ astroide de cuatro ejes y á las otras as- 
troides de dos ejes. 
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SOBRE LOS FOCOS DE LAS ESPIRICAS DE PERSEO 



(El Progreso Matemático — Zaragoza, 1900, série 2.^, t. II) 



Se da, como se sabe, el nombre de espiricas ãe Perseo á las curvas de ciiarto orden que 
se obtienen cortando el toro por planos paralelos ai eje. Se sabe también que la ecuación de 
estas curvas puede escribirse dei modo siguiente 



(1) y=^^W-(l + [/x^ + c'^)\ 

representando R el radio dei círculo generador dei toro, l la distancia de su centro ai eje de 
la superfície y c la distancia dei plano secante ai centro de la superfície. 

Esto sentado, el objeto de esta Nota es dar un método elemental para determinar los 
focos de la curva considerada, llamando, como Pliicker, focos á los puntos dei plano de la 
curva, por los que se pueden trazar dos tangentes á la curva, cuyos coeficientes angulares 
sean iguales á +í y — i (siendo i = \/ — 1). 

Para resolver esta cuestión, notemos en primer lugar, que la ecuación (1) da 

(2) y=^ (Z + V^ã+^)a, 



j que, por consiguiente, las abscisas de los puntos de la curva considerada, en los cuah 
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coeficientes angulares de la tangente son iguales á +t ó á — z, deben satisfacer la condición 






V^E2 - (? + \/x^ 4- c^f Vx'^+c^ 



6 {l + Vx^ + c2)2 £C2 = _ [R2 _ (Z + V/«2 + C2)2] (íC^ + c2), 

Ó (R2 — c2)2 («2 + c2j2 _ 2 ^2^2 (R2 _^ ^2) (^.í ^ gS) + ^Igi == Q, 

Esta ecuación se decompone en las seguientes: 



(3) v/^+^=^-, i/^^+^=-ir+7' 

(4) v/^H^ = ^|_, ^^i+^ = _^^_. 

Esto sentado, consideremos diversos casos: 
1.^ caso. Sea P<{R — cf. 

En este caso, Ia primera de las ecuaciones (3), la ecuación (1) y la ecuación (2) dan para 
X Q y los valores 



— R— c ^ ^ — K — c ^ 

j para y el valor ( — í), cuando x ê y tienen el mismo signo, y el valor (+^) cuando tienen 
signo contrario. 

La segunda ecuación (3) y las ecuaciones (1) y (2) dan para x é y los valores 

R 



y para y^ el valor (+^*), cuando x ò y tienen el niismo signo, y el valor ( — i) cuando tienen 
signo contrario. 

Las ecuaciones (4) no dan para y' ningún valor (+i), ningún valor (—i)- 
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Luego representando por a, h, ai, òi las cantidades 



a 



\/(R-cf-l\ h ^^—^(R-cf-P, 



R — c'^ y -» " ji 



c ./7^r-7-^z — r. , R 



los puntos de la curva en que el coeficiente angular de la tangente es (+i) son 

(ai, — 6), ( — aí, 6), (aií, 6i), ( — aií, — 6i), 
y los puntos en que el coeficiente angular de la tangente es (— ^) son 
(m, 5), (—ai, —6), (~-«í, ii), (al^ — &i). 
Las tangentes á la curva en los primeros puntos son 

Y + b =iÇK- ai), Y-h =^(X+ ai), 

Y _ J 1 = ^ (X — a 1 í) , Y + 6 1 = í (X + a 1 ^) , 

y las tangentes á la curva cuyo coeficiente angular es igual á (—i) son 

Y-b =-^(X- aí), Y + 6 =_Í(X+ ai) 
Y — bi = —i{X+aii), Y + &i== — Í(X— aií). 

Las ecuaciones de las rectas dei primer grupo pueden, pues, escribirse dei modo siguiente: 



Y±\/(R-c)^-P = iX, Y ±\/ÇR + c)^-P = iX', 
y las dei segundo grupo 



Y ±\/ÇR-c)^-l^ = -iX, Y±\/(R + c)^-l^ = -{X. 

Las rectas dei primer grupo cortan á las dei segundo en 16 puntos, que son los focos 
ordinários de la, curva. A cada recta dei primer grupo, que hemos considerado, corresponde 
una recta dei segundo grupo conjugada á la primera. Las rectas conjugadas determinan por 
sus intersecciones cuatro puntbs reales, que son los cuatro focos ordinários reales de la curva. 
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Las coordenadas de estos focos sou 



[O, ±\/{^~cy^~-i% [O, ±V{R+cy^-i^i 

2.^ caso, Sea en segundo logar l>R-\-c. 

Por un análisis semejante se ve que en este caso los focos se obtienen por las intersec- 
ciones de las rectas 

Y+hi =-{(X- o.)^ Y- hi =-i(X+ a), 



con las rectas 



Y- hl =-^(X- a), Y+ h{==i(X+ a), 
Y-bii = i(X~\~a.i), Y + hii = {{X-ai), 



de donde 



R 

a 



^ VÍ-^^{R~cf, b =^ VP-(R-c)\ 



R — c ' •" R — c 

R 



Las ecuaciones de las rectas dei primer grupo pueden pues escribirse como sigue: 



Y==^i(K±\^l^-{R-cy), Y--^(X+\/^2_(R4-c)2), 
y las dei segundo grupo dei modo seguiente: 



Y = i{X± \/P - (R - cf), Y = i(X± \^P - (R + c)2). 
Los focos reales son, pues, en este caso 



[+ Ú^ - (R - cf, 0], [+ \/P - (R + cf, 0]. 

8,^ caso. Si se tiene que (R — c)^ < Z^ < (R + c)^, se ve dei mismo modo que los focos re- 
sultan de la intersección de las rectas 



Y = -i(X+ v/Z--(R~c)2), Y+/(R + c)2-í2__^-x 

MM 
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con Ias rectas 



Y = i(X± \/P - (R - c/^), Y + \/ÇR + cf - P = ^X. 
Los focos reales son piies 



[± ^^' - (K - c)', 0], [O, + i/(R + c)2 - r^]. 

4.^ caso. Sea ? = R — c. En este caso, la primera de las ecuaciones (3) y la ecuación (1) 
dan x = 0^ y=^* La ecuación (2) da ?/' = —-; pêro es fácil ver que el verdadero valor de y' 



es + ' 



c 
La segunda ecuación (3) y la ecuación (1) dan 

j la ecuación (2) da después y' = i^ cuando x é y tinen el mismo signo, y' = — i, cuando Io 
tienen contrario. 

Las rectas que determinan por médio de sus intersecciones los focos son: 

Y+2V'R^ = ;X, Y + 2l/Rc = -ÍX. 

Los focos reales son los puntos que tienen por coordenadas (O, ^ 2 V^Ec). 
õ.^ caso. Si l = R-\-c^ se ve dei mismo modo que los focos resultan de las intersecciones 
de las rectas. 

Y = - ^ (X + 2 \/Rc), Y== z(X + 2 v/Rc). 
Los focos reales son, pues, los puntos ciiyas coordenadas son (+ 2 '/Rg, 0). 
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SOBRE UM PROPIEDAD DE LOS FOCOS DE LOS OYALOS DE CASSINI 



(Revista trimestral de Matheniáticas — Zaragoza, 1901, t. I) 



El objeto de este artículo es demostrar una propiedad de las distancias á los focos de los 
puntos en que una recta cualquiera corta á los ovalos de Cassini, la cual me parece que aun 
no ha sido senalada. 

Se sabe que la ecuación bipolar de estos óvalos es 

representando p y p' las distancias de uno cualquiera de sus puntos á dos puntos fijos (focos 
de la curva), y k una constante dada. 

Tonemos, pues, tomando por origen de las coordenadas uno de los focos, y por eje de las 
abscisas la recta que pasa por el otro foco, y representando por a la distancia entre estos focos, 



y por lo tanto 



a;- + r=P') (a;— a)- + 2/2 = ^7-; 

_ p2 + «2 — p'2 ^ p2 (p2 J_ ^2) _ ;^2 
v/4 «2 p6 _ [-p2 (p2 _|_ ^2) — yfc^a ^ 
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ó, poniendo p^ = ', 

t(t + a^)--]ê 



2at 






Estas ecuaciones determinan las coordenadas de los puntos de la curva en fiinción dei 
parâmetro variable t. 

Esto sentado, consideremos la recta cuya ecuación es 

Aí« + By + C = 0. 

y busquemos los valores que toma t en los puntos en que esta recta corta á la curva. Para 
eso, basta eliminar x ^ y entre esta ecuación y las dos anteriores, lo que da 



(A2 + B2)í^ + [2Aa(Aa + 2C)^2a2B2]í3 4-... + (A2 + B2)A;^ = 0. 
Representando, pues, por t\^ h^ h J U Ias cuatro raíces de esta ecuación, tonemos 

.1.1... 2a2B2-2Aa(Aa + 2G) 

ti^-h + h + ^4 = ^2^B^ •» 

tihhh = k^\ 

y por lo tanto 

,,,,,,, 2a2B2^2Aa(Aa + 2C) 
p? + p' + p3+p4 = ÃJ+W ' 

pi p2 p3 p4 = A:2, 

representando pi, p2, p3 y p4 las distancias de los puntos en que la recta corta á la curva, ai 
foco que se tomo por origen de las coordenadas. 



Hosted by 



Google 



301 



Tenemos, pues, los teoremas siguientes: 

1.^ La suma de los cuadrados de las distancias á uno cualquiera de los focos de los 
puntos en que corta á la curva cualquiera recta paralela ai eje que contiene los dos focos , es 
constante. 

Sorque, en efecto, cuaiido A = 0, tenemos 

2.^ El producto de las distancias á uno cualquiera de los focos de los puntos en que una 
recta cualquiera corta á la curva, es constante. 
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SUR LA TÉTRACOSPIDALE DE BELLAVITIS 



(Mathesis — Gand, 1901, tome XXI) 



1. On a beaucoup étudié Tenveloppe d'une droite qui so dóplace de manière que le 
segment compris entre deux droites données soit consfcant; et on sait que cette courbe est 
parallèle à une astroide, On a appelé cette courbe tétracuspidalej, et on a attribuó à ]3ellavitis 
cette désignation. Mais la courbe qui a été étudiée par cet illustre géomètre dans sa S^osi- 
zione dei método delle EquijpoUenze ('^) et á laquelle il a donnó ce nom, est une ligne difFérente 
qui a pour équation 

(1) í^)^+m^=i> 



les axes des coordonnées étant ohliques. 

La tétracusjpidale parallèle à V astroide et la tétracusjpidale de Bellavitis ont Tune et Tautre 
quatre points de rebroussement réels, mais les deux courbes ne coincident pas, parce que les 
quatre tangentes à la première en ces points sont quatre droites distinctes; et, au contraire, 
dans la deuxième, les tangentes en ces points coincident deux à deux. 



(1) Voir Nouvelles Ânnales des Matliématiques, (2), XIII, 229, ou on trouve une traduction, par M. Lai- 
sant, de ce mémoire. 
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II est facile cVobtenir au moyen des methodes ordinaires du calcul différentiel les propriétés 
que Bellavitis a établies par Ia méthode des équipollences, comme on va le voir. 

2. L'équation de la tangente á la courbe représentée par Téquation (1) est 

par consequente cette droite eoupe les axes OY, OX en deux points P et Q, dont les coor- 
données sont 

(O, h^y\ {a^x^, 0). 

Si on tire ensuite par ces deux points deux droites parallèles aux axes, elles déterminent, 
par leur intersection, un point M, dont les coordonnées sont 

A JL A JL 

et si Ton porte les valeurs de x et y, données par ces équations, dans Téquation (1), on obtient 






"'+4 = 1. 



On en conclut que, si^ par les points d\ine ellipse^ on tire des droites parallèles à deux 
diametres conjugues ^ Venveloppe des droites qui passent par les points ou elles coupent les dia- 
metres consideres est une tètracuspidale de Bellavitis, 

A chaque système de diametres conjugues de Tellipse considérée correspond une tètra- 
cuspidale. Aux axes correspond la développée de Tellipse. 

3. La tètracuspidale de Bellavitis est Venveloppe des ellipses représentées par Véquation 



dont les axes satisfont à la condilion 



«^ ' p' 



a , P 



(3) T + T-^- 
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En effet, si l'on diíFérentie ces équations par rapport aux paramètres variables a et [3, 
on trouve 



^^ 7 . V^ 7n /A da , ã^ ^ 



d'oú Ton déduit, X désignant une inconnue auxiliaire, 



En écrivant 



a^~ a' ^^~ h 



et en additionant, on obtient, eu égard aux équations (2) et (3), X==l; par conséquent, le 
point de contact de Pellipse (2) avec Tenveloppe a pour coordonnées 



Vt. ^V- 



Tirons de la les valeurs de a, p pour les porter dans Téquation (3); il vient pour Téqua- 
tion de Tenveloppe 



-- í v\- 



l 

4. Pour distinguer les deux courbes auxquelles on donne le nom de tétracuspidaley nous 
venons d^appeler Fune tétracuspiãale jparallele à Vastroide et Pautre tétracuspidale de Bellavi- 
tis, On pourrait aussi, comme nous Tavons proposé dans El Progreso matemático (Zaragoza, 
1890) appeler la première astroide à deux axes; Tastroíde ordinaire serait alors appelée as- 
trdide à quatre axes. 
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SOR UNE PROPRIÉTÉ DES OVALES DE DESCARTES 



(Mathesis ~ Gand, 1902, tome XXII) 



On sait que Téquation bipolaire de ces courbes est 

ou p et p^ sont les distances d'un point quelconque de la courbe à deux points fixes F, F^, 
qui sont des foyers; h et k sont des constantes. 

Prenons pour axes de eoordonnées la droite FF^ et la perpendiculaire en F, et posons 
FF^ = a ; nous aurons 



«,2 + y = p2^ (x-a)2 + 2/^ = p'^=(^ 
d'ou Ton déduit 



X = ■ 



2aA2 



2 - _ [(Ã^ - 1) p^ + 2/cp + a^h^ - k'^f - ia %Y 

Cela pose, considérons la droite 
(1) Aa; + B?/H-C = 0. 

NN 
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Elle recontre la courbe en quatre points dont on obtient les distances au point F en 
substituant les valeurs íc et 3/ en p dans Téquation (1). En rendant Téquation rationnelle et 
ordonnant par rapport à p, on trouve 

|rÍ!)!(A. + B') + C. + ACÍÍ^^ = 0. 

Soient pij p25 p3, p4 les quatre racines; on aura 

pi + p2 + P3 + P4 = — JYZZl ' 

La première de ces relations est connue. La seconde, si Ton y fait = 0, donne un théo- 
rème qui est un cas particulier d'une proposition connue, applicable à toutes les courbes cy- 
cliques; c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas. 

On obtient une propriété nouvelle en supposant 

a%^ — lâ 
cette hypothèse donne 

(2) pi p2 P3 P4 = --n^ZTfà-^ 
et Féquation de la secante est maintenant 

(3) A(.-^ri!)+B, = 0. 

Toutes les droites représentóes par Téquation (3j, lorsque A et B varient, passent par le 
point fixe / de FF^ qui a pour coordonnées 

Ainsi, il existe sur Vaxe FF^ un point f tel que toitte droite menée par ce point coupe V ovale 
en quatre points dont le produit des distances au foyer F est constant. 
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Le foyer F' jouit évidemment cl"ime pi-opriété analogue, mais par rapport à un aiitre point 
/' de la droite FF'. Si l'on écrit l'équafion bipolaire sous ia forme 

1 k 

1 k 

on voit qu'on passe de F à F' en changeant dans les résultats précédents h en — - et h en -^» 

On a donc pour Tabscisse de f : 

et pour les rayons vecteurs des points oíi une secante menée par f^ coupe To vale 



pi p2 9i p4 ■■ 



{h-^~-\f 



La courbe possède un troisième foyer F^^ situe sur Taxe FF', et dont Tabscisse FF^^ = «i 
a pour valeur 



ai 



i{h^-l)' 



et Téquation bipolaire correspondant est 

ah 



aVi^ — k^ 



P+-FP ==kW^-iy 

Pour passer du couple FF' au couple FF'', il suffit de remplacer a, h, k par 



ah a^h'^ — k'^ 



«1^ -17 



ces substitutions n'altèrent pas les valeur s de íci et pi p^2 pa p4, ce qui est évident. 
A F'' correspond un point f tel, que 



F"/"=^è^-^, ?í?.n?i 



k^h^-l) 
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SUR L'EMELOPPE D'DIIE DROITE DE LONGUEUR DONHÉE S'APPDYANT SUR DEUX DROITES 



(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1898, t. V) 



Une droite de longueur constante s'appuie sur deux droites fixtís faisant entre elles un 
angle donné. L'enveloppe de la droite est une courbe analogue à rhypocycloide à quatre re- 
broussements. On désire avoir Fexpression de Taire de cette courbe, ainsi que son équation 
ou au moins son degré (*). 



Soint X Tangle des droites données et l la longueur du segment donné. 

II resulte d^une passage du Traité de Geométrie analytique (courhes planes) de M. Salmon 
(Paris. 1884, p. 148) qu^il existe deux droites d'angle X qui déterminent par leur intersection 
avec les tangentes à la courbe parallèle à Tastroide 



^ VsmX/ 



obtenue en prenant sur les normales à Tastroide une longueur égale à -^cotX, un segment 



^) QiiPstlon proposée par M. Barisien dans V InterméAiaire des mathématiciens, t. v, p. 28-29. 
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de grandeur constante, égal á l. Dono la courbe parallèle à Tastroíde qu'on vient de men- 
tionner, coincide avec la courbe définie à la question proposée. Or, des óquations de Pastroide 



X = -^—z- cos^ t. y== -, — ^- sin^^ t 
sm k ^ sm k 



résultent celles de la courbe parallèle considérée 



Z , l 

X = -^— V cos^ t — TT cot k sm t. 
sm k 2 

l . , l . 

sm^ t ~ cot k cos t. 



^ sin k 2 

En cherchant Taire de cette courbe au moyen de la formule 



^«4('l-^í)* 



on trouve le résultat demande 



b sm^ k ^ 
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EYALUATION DIRECTE DE L'AIRE DE LA DÉVELOPPÉE DE L'ELLIPSE 



(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1900, t. VII) 



En désignant, suivant Tusage, par c^ la quantité o? — 6^, a et 6 étant les deux axes de 
Tellipse donnée, la rélation à démontrer est la suivante: 



C2 






Le quart de Taire de Tastroíde engendrée par la droite de longiieur -—= a pour ex- 
pression 

-è\/'ãb 






(i) Réponse à une question proposée par M. Barisien dans le t. vi, p. 31, de V Intermédiaire des Mathé- 
maticiens. 
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posons adé = Vab x et substituons, il vient, pour valeur da quart de l'aire de Tastroíde con- 
sidérée 



J-è a . . 
o 



or, il est bien connu que le quart de Taire de Tastroíde est égal (X étant la longueur de sa 

3 

droite gónératrice) à ^%k^: le quart de Taire de la développce de Tellipse est donc 



32 WabJ S2ab 
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SDR LE RECTIFICATION DES COURBES PARALLÈLES A UNE CODRBE DONKÉE 



(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1900, t. VII) 



Cauchy a démontré que Taire des courbes parallèles à une eourbe donnée était fonction 
de Taire de cette eourbe. Existe-il une relation analogue pour la longueur des courbes paral- 
lèles? Autrement dit, est-il vrai que, si une courhe est quarrahle et rectijiahlè^ ses courhes pa- 
rallèles le soient aussi^ comme cela a lieu pour rhypocycloide à quatre rebroussements? (*). 



Soient s et si la longueur d'un are de la eourbe donnée et la longueur de Tare correspon- 
dant de la eourbe parallèle considórée. En représentant par d les angles des tangentes à la 
eourbe donnée avec l'axe des abscisses, on peut représenter cette eourbe par les équations 



(1) Question proposée par M. Barisien dans le t. vi, p. 220, de V Intermédiaire des Mathématiciens 
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et les courbes parallèles correspondantes par les équations 

Xi = x -i^kúnOj yi=y ~^k cos 6, 

k étant une constante. 
On a donc 

ds\ dx\ dy\ ídx /j\ ^ i l^V 



(f±*-«)+(i±i»«)- 



Mais 



Donc 






~cos(9+$sm(9=:cos2 6 + sin2e==L 
as as 



asi ^^ i_ 7 



et par conséquent 



s^=:s±k{e-eo), 



en snpposant que les origines des ares s et si sont les points ou ^=^ ©o et que, dans le cas ãm 
signe inférieur, le signe de s — k(d — 6o) ne varie pas dans Tare considere. 



00 
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SDR LES FOYERS DD LIMAÇON DE PASCAL 



(Intermédiaire des Mathématiciens — Paris, 1900, t. VII) 



On sait que le liraaçon de Pascal est un ovale de Descartes. La difinition des foyers de 
Tellipse que les rayons vecteurs sont des fonctions rationnelles etc, est-elle applicable au 
limaçon? (i). 






L'équation du limaçon est 

(1) {x'^ + y''^-axf = h^{x''-\-i/), 
et en coordonnées bipolaires 

(2) 26p + 2ap' = í>^-a^ 
p et p' représentant les distances de (cc, y) aux points 

(0,0), (íi-^.o). 



(1) Question proposée par M. Barisien dans le t. vi, p. 221, de V Intermédiaire des mathématiciens. 
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Les foyers sont, en adoptant la dejinition de Plucher^ les points (') 

'a?-h'^ \ /l 



2a 



-,0), (la,0; 



(voir Journal de Battaglini^ t. xxi). L'équation (1) fait voir que la distance de (íc, y) au point 
(O, 0) est une fonction rationnelle de x et y, L'équatioii (2) fait voir ensuite que la même 

/ ^2 _ 52 V / 2 \ 

circonstance a lieu pour le foyer j — ~ , 0). Le foyer [■^ct^ Oj ne jouit pas de cette 

propriétó. On le voit en représentant d'abord x ^i y par des fonctions rationnelles d'un para- 
mètre t (la courbe est, en eíFet, unicursale) et en remarquant ensuite que la distance de (cc, y) 
à ce foyer n'est pas une fonction rationnelle de t. 



(^) Nous supposons ici que les foyers d.'une courbe sont les points ou se coupent les tangentes à cette 
courbe, menées par les points circulaircs de Tinfini. Si Ton suppose, comme quelques auteurs, que les foyers 
de la courbe sont les points ou se coupent les droites qui passent par les points circulai] es de Tinfini et qui 
coupent la courbe en deux points coíncidantes, le point double (O, 0) est aussi un foyer du limaçon. 
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LA mmMíi m foíolís oiiepoLM o[ mmi giuss, uí 



(Journal f úr die reine und angewandte Mathematik, 
gegrundet von Crelle. Berlin, 1903. Band CXXVI) 
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SDR LA CONYERGENCE DES FORMULES DINTERPOLATION DE LAGRANGE, GADSS, ETC. 



1. Si Ton connait les valeurs que prend une fonction f{x) quand on donne à x les va- 
leurs ai, as, . . ., a^^ on peut former, au moyen de la formule d'interpolation de Lagrange^ 
une fonction entière de x qui ait ces mêmes valeurs là dans les points ai, ag, . . ., a^. Nous 
allons nous occuper dans la première partie de ce travail de Tétude des conditions pour que 
cette fonction tende ver 8/(02), quand m tend vers Tinfini. 

Cette question a été considérée par Hermite dans un travail important, publié dans ce 
Journal (tome Lxxxiv, 1878), ou Téminent géomètre a presente une expression, au moyen 
d'une intégrale ciirviligne, du reste de la formule de Lagrange^ qui Ta conduit à une suite 
d'inégalités qui sont des conditions suffisantes pour cette convergence. Mais ces conditions 
ne sont pas nécessaires pour que la fonction déterminée par celle formule là tende vers /(cc), 
pour 771= cx); et, par conséquent, Fétude directe du reste, quand il est possible, peut conduire 
à des résultats que les inégalitós de Hermite ne donnent pas. Cest ce qu^il arrive quand 
ai, «2, «3, • • . représentent le système de valeurs 

% ^ 3t. ^ {2n-l)% 

/^COS-TT-í Ai COS 77— , .... hCOS- ?:: , 

271 2n' 2n 

dont rimportance dans cette question resulte d'un théorème de Tchebicheff bien connu. En 
ótudiant directement, dans ce cas, le reste de la formule rapportée, nous avons obtenu les 
théorèmes énoncés dans les n.°^ 6 et 7, qui contiennent comme cas três particulier celui qu'on 
a tire dans le n.*' 5 des inégalités de Hermite, 

Un autre cas, plus general que le précedent, dans lequel Tétude de la convergence de la 
formule d'interpolation de Lagrange nous parait oíFrir quelque intérêt est quand ai, «2? <^3) . . • 
représentent des nombres réels, deux à deux égaux et de signes contraíres. Nous le consi- 
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Dans la seconde partie de ce travail nous étudions, en nous plaçant dans le même point 
de vue, les formules d^interpolation trigonométriques, en considérant une formule donnée par 
Gauss dans son beau et important Mémoire sur Tinterpolation {Theoria interjpolationis methodo 
nova tractatUj Werke, t. ili, p. 265), une formule analogue indiquée par Hermite dans son 
Cours d/Analyse de VEcole Polytechnique^ p. 331, etc. Après quelques remarques générales 
nous considérons, en particulier, les fonctions périodiques, en supposant premièrement que 
ai, a2, «3, ... sont des nombres réels arbitraires, et ensuite qu'ils sont des racines de Téqua- 
tion cos nx^O ou sin nx = 0. 

Dans ces études représentent un role fondamental les courbes définies par Féquation 
|sin(íc — a)| = c, que nous avons étudiées dans un mémoire publié dans ce journal, t. cxvi, 
p. 14 (*), auquel le présent travail est lié par plus qu'un rapport. Et, par cela, nous profite- 
rons cette occasion pour joindre quelques formules à celles y indiquées. 



(1) Voir ce volume, p. 103. 
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Sxir la corLA^ergeixce de la ronxLxxle cVixiterpolatioix 

cio Lagrange* 



2« Soit f{z) une fonction holomorphe dans Taire limitóe par un contour A et désignons 
par cc, ai, «2, • • •; <^hi ^^s afíixes de m+ 1 pomts à rintériear de A. En appliquant à Tintégrale 



(1-) 



R(a;) 



2i% Ja 



f{z) {x — aif- {x — a<iy . . .{x — a^^^ 
2i% J X {z — x)(z — aiY {z — a^iY ... (2 — a^y^ 



dz 



le théorème fondamental de la tliéorie des résidus, Hermite a obtenu, dans un article publié 
dans ce Journal (tome Lxxxiv, 1878), la formule suivante: 



(2.) 



f{x)^Q(<£) + Ji{x), 



OU % (x) represente une fonction entière de íc, qui satisfait aux conditions suivantes: 

1 e («o =/(ai), 0' («o =/ («o, . . . , e(«- 1> («o =/(— i) («o, 



(3.) 



(«2) =/(a2), 0' («2) =/ («.), . . . , 0'P-l) («2) =/(P-l) («2), 



1 e (a„) =/(«»), 0' («») =/' («™), • • • , 0<''^- *' (««) =/'^- *) (««). 

De cette formule et de Tinégalité 

/(z) I I {x-aiy-...{x — a^f 



!RHI<— í 



z — a; I I (s — aij-'- ... (2 — a,„)'^ 



á* 



PP 
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il resulte que (x) tend vers /(a?), quand tous ou quelqu'uns des nombres tti, a, j3, . . ., X ten- 
dent vers Tinfini, si la plns grande valeur que prend Texpression 



|K(a.)| 



(x — ãif- (x~a<^y,..(x — anif' I 
(^^aif{z^a^)K..{z-am)^ f 



lorsque z décrit le contour A, tend vers zero. Cette condition est satisfaite, comme Ta re- 
marque réminent géomètre, quand on a, pour tout point z du contour, 



(4.) 



X — ai 




x — a'i 




X — as 




<h 




<2, 




z — ai 




Z — «2 




z — az 



<h 



£ étant une quantité arbitraire, inférieure à Tunité. 

Si, étant donné le contour A, on veut chercher Tensemble des valeurs qu^on doit donner 
à X pour que 6 (x) tende vers /(íc), ou au moins une partie de cet ensemble, on a besoin d^ern- 
ployer ordinairement les inégalités (4.), à cause de la difficulté de Tétude directe de la condi- 
tion générale; mais on doit recourir à cette condition tous les fois que ce soit possible, par- 
cequ^elle peut mener à des conséquences qui ne resultent pas de ces inégalités. Nous allons 
étudier un cas important ou cette circonstance a lieu. 

3« Dans Tétude que nous allons faire nous aiirons besoin de considérer la courbe repré- 



sentée par Téquation [ cos z\ = c^ ou 



sm 



2 



— z 



= c, c étant une constante donnée; or 



cette courbe ne diffère que par sa position dans le plan de celle dont Téquation est | sin z\ = c, 
étudiée par nous même dans un travail publié dans le tome cxvi, p. 14, de ce journal (^), ou 
nous avons démontré que, si est c^l, cette équation represente une courbe composée d'un 
nombre infini ã' ovales égaux, dont les centres sont les points (0, 0), (+ tc, 0), (+ 27t, 0), ... 
et dont les axes sont égaux à 2 are sinc et 2 log(c + v c^ + 1); ot que, si est c> 1, elle re- 
presente une courbe composée de deux branches, symétriquement placées chaqu^une de son 
côté de Taxe de abscisses, qui s'étendent jusqu'à Tinfim dans le sens des abscisses positives 
et dans celui des négatives, en faisant une série d'ondulations d'amplitude égale à tt, et dans 
lesquelles Fordonnée prend une valeur absolue maximum, égale à log (c + vc^ + 1), dans les 
points ou les valeurs de Tabscisse sont O, + ti, + 2%^ . . . , et une valeur absolue minimum, 
égale à log(c + V c^— 1), dans les points ou les valeurs de Tabscisse sont 



±^r., 



3 5 



(1) Voir ce volume, p 107. 
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La courbe représentée par Téquation ]cos2| = c est donc aussi composée, lorsque c<^l, 
d'un nombre infini d'ovales égaux, dont les centres sont les points 

±|.o). (±^,o), (±^.o).... 



et dont les axes sont égaux à 2arcsinc et 2 log (c + \/ c'^ + 1) ] et, lorsque c>l, de deux 
branches symétriques par rapport à Taxe des abscisses, qui s'étendent jusqu'à Tinfini, en 
faisant une série d'ondulations d'amplitude égale à ^, et dans lesquelles Tordonnée prend une 
valeur absolue maximum, égale à log(c + i/c2+ 1), dans les points oíi Tabscisse prend les 
valeurs 

X ^; X 2 ' ■• •' 

et une valeur absolue minimum, égale à log(c + v c"^ — 1)? dans le points oíi Tabscisse prend 
les valeurs O, +7:, + 2%, . . . 

Nou3 aurons besoin de considérer aussi la courbe définie par Féquation plus générale 
|sin(^ — a) 1 = c. Elle ne diffère pas des antérieures que par sa position dans le plan. Les 
centres des ovales, qu^elle a quand c^l, sont les points (a, 0), (cí + Tl, 0), . . . ; et, quand 
c> 1, Fordonnée prend une valeur absolue maximum ou minimum dans les points ou Tabscisse 
prend respectivement les valeus a, a + tt, a + 27:, . . . ou les valeurs 

«x-^-^^ ^±T^' «X Y^j •••? 

et ses deux branches sont placées symétriquement chaqu'un de son côté de la parallèle à 
Taxe des abscisses menée par le point d'affixe a. 

4. Je vais encore, avant terminer ces remarques préliminaires, démontrer Finégalité 
suivante : 



! cos nz 



I > 1- [(C + \/c^-l)- - (C + V/c2 - l)-n]^ 



ou z represente Taffixe d'un point quelconque de la courbe représentée par Téquation | cosa; j = c, 
dans laquelle est c>l, que j^aurai besoin d'appliquer bientôt 

Pour cela je déterminerai d^abord la plus petite valeur que prend | Qosnz j quand z décrit 
la droite représentée par Téquation 



y = Z, Z==log(c + v/c2-l), 
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qui passe par les points de la courbe |cos^| = c ou Tordonnée prend une valeur minimum, 
et, pour résoudre cette question, je remarque qu^on a, en posant z = x'-\-iy\ u=\QO^nz\^ 



( 2 ) +^^^'^^^ V 2^~) 



et qu'oii doit, par conséquentj appliquer la methode des máxima et mínima à la fonction de 
x' suivante: 



ut = cos nx' — — -4- sm nx 



On trouve de cette manière, en ayant égard aux équations 



ãu\ ._ ^ , 



dx/ 
et 

dht\ 



- n sin 2 nx' 



dx'^ 



que w? prend une valeur minime quand est 



■2n^cos2nx\ 



et que cette valeur est égale à 

Mais d^un autre côté, comme la dérivée partielle de u"^ par rapport k y' : 

dy' 2 ^ ^ 

est positive, quand y' > O, on voit que les valeur s que prend u^, quand on donne a x' une 
valeur déterminée quelconque, croissent quand y' augmente; et que, par conséquent, la va- 
leur que prend cette fonction dans un point quelconque de la courbe |cos2j| = c est plus 
grande que celle qu'elle prend dans le point de la droite y = l qui correspond à la même 
abscisse. 
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On conclut de tout ce qui precede que, dans tout point z de la courbe | cos ^ [ = c, ou 
c > 1, on a rinégalité 



qui, en posant Z = log (c + i/c^ — 1), donne celle qu'on voulait démontrer. 

II convient de remarquer encore que le limite inférieur des valeurs de Icosíi^], qu^OD 
vient de déterminer, ne coincide pas avec la valeur minimum que cette fonction prend quand 
z dócrit la courbe j cos z\ = g, Les ordonnées des points de cette courbe ou | cos nz \ dévient 
minimum doivent, en effet, être calculóes par Téquation 



'' - 6-2^2/^ sin 2cc' = (e%' — e-^) sin 2ncc', 



qu'on obtient en appliquant la methode des máxima et minima à la fonction it^, en y élimi- 
nant d^abord ^ au moyen de Téquation 



(e2/' + e-^0^ = 4[c2 + sin2cc^] 



de la courbe considérée (*). 



5. Cela pose, nous allons considérer la formule qui resulte de (1.) en y posant a=l, 
P=l, ...,X=1, c'est à dire la formule d^interpolation de Lagrange: 



(5.) 



f{x) = %{x)-\-^{x\ 



(x) = i^-m){x-a^)...{^- a^ 

(«4 — «2) («1 — as) . . . («1 — «m) 



(6.) 



(ag — ai) (03 — as). » .{x—am) 
(as — ai) (a2 — as) . . . («2 — a^)' 



/(«-2) 



+ 



{x — ai) (o? — as) . . . (íc — a,,,_i) 



{cim — ai) (a„^ — as) . . . (a^ — cim—i)' 
avec Texpression du reste donnée par Hermite 

I (x — ai) . . . (íc — a^^^) 



/(«m), 



(7.) 



R;(£t?) : 



[2ix J^ (2 — a?) 



){z~ai), . ,(z — arn) ' 



(1) Voir ce volume, p. 108. 
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et, en supposant que le contour A de Taire dans laquelle la fonction f{z) est liolomorphe est 
une circonférence de rayon égal à p, avec le centre dans Torigine des coordonnées, et que 
«1, a2, ... a^n représentent des nombres réels compris entre — ^ et +^, nous allons chercher 
un ensemble de valeurs de x telles que 9(cc) tende vers/(íc), quand m tende vers Finfini. 

En employant preinièrement pour ce but les inégalités (4.), nous remarquerons d^abord 
que les circonférences de rayon égal à | a | + ^j ayant leur centre dans le point d^affixe a, 
qui correspondent aux valeurs que prend a entre les limites —h et + ^, sont placées dans 
Taire limitée par les circonférences C et C^, de rayon respectivement égal à A et à p, ayant 
leur centre dans Torigine des coordonnées, si est p > ?>h, On a donc, pour toutes les valeurs 
de X représentées par les points de Taire limitée par O et pour toutes les valeurs de z repré- 
sentées par les points de la circonférence C^, 

\x — a\<\a\-\-'h^ 1^ — a|>p — |a|>p — A, 

ét par conséquent 

2h 
< r<l- 



z — a 



On a donc le théorème suivant: 

Si la fonction f(z) est holomorphe dans Vaire limitée par la circonférence Q' ^ si x repre- 
sente Vaffixe d'un point de Vaire limitée par la circonférence C^ et si «i, a^, ... sont des nom- 
hres réels compris entre — h et h 6 (x) tend vers f(x) quand le nomhre des quantités ai^ a^^ ... 
tend vers Vinfini, 

II convient de remarquer qu'on arrive à la même conclusion en supposant que le fonction 
f{z) est liolomorphe seulement dans la partie de Taire du cercle C^ qui coincide avec les 
aires des cercles de rayon égal à 2h avec leur centre dans les points (A, 0) et (— ã, 0). 

6. Les nombres «i, «2, «3? • .«j q^i entrent dans la doctrine antérieure, peuvent être 
choisis d'une manière arbitraire. II convient donc qu'on leur donne des valeurs telles que 
B(cc) tende le plus rapidement possible pour/(íX?). Nous leur donnerons donc les valeurs 

(8.) ^^^^2^' ^"^^^' •••' ^""^ 2n"-' 

qui sont celles qui satisfond à cette condition, comme Tchehicheff Ta fait voir. 
En posant alors 

x = h cos Xij F (x) = (x — a i) ... (a? — am), 

et en ayant égard aux identités 

(2n — l)% T. (2n — 3)% Sr. 

cos- — 7^ — ^— = _cos-r^— , cos-- — -. == — cos— — , ... 

2n 2n 2n 2n 
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on trouve 



If (x) = ft" I cos Xi — cos -5— 1 I cos XI — cos — — ) . . . I cos a;i — cos ^ ' 



2n/ \ '2n/ \ 2n 



= A'' ÍCOS^ÍCI — COS^-jj— j ícos^íci — cos^-^— j . . . ícos^íci — cos^ 

,„ . / 7t \ . /3x \ . /(n-l)it 



2n 



quand « est un nombre pair^ et 

P(a?)=Ã''ícos2a[;i— cos^-j^j ícos^íci— cos^-^j ... ícos^aJi— cos^-^^ — o" ~~) (coscci- 






X sm 



X sm ( -^^ — Xi 1^ 



71% 

2^ 



quand n est un nombre impair. Et de ces formules et des suivantes, données par Euler dans 
son Introductio in Analysin injinitorum: 

l cos 7ia?i = 2^-* sm {— Xij sm I -g Xij, . . sm ( -^ — ^ Xij 

(A.) 

si n est un nombre pair, et 

cos nxi = 2»-' sin (^ - x^) sin (|^ - «^i) • • • sin {^^- - Xi) 
(B.) X sin (-1^ + X,) sin (^ + a,.) . . . sin (•^^- + o^i) 
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si n est un nombre impair, il resulte 



En posant maintenant 



on trouve aussi 






2 = ^ COS 21, 



Jin 

P(^) = õ^^cosn0.i. 



L^expression du reste 'R(x) prend dono la forme 

(^') U(x) = -rT- I -^ ^ az. 

2i% j^ {z--x)iiosnzi 

et elle fait voir que la condition générale pour que R(íc) tende vers zero, pour 7^=oo, est 
que la plus grande valeur que prend Texpression 

cos nxi 



cos nzi 

quand le point dont z est l'affixe décrit la circonférence A, tende vers zero, pour n= oo. 

Pour étudier cette condition il nous faut chercher la courbe que décrit le point dont Taffixe 
est ^1, quand le point dont Taffixe est z décrit la circonférence A. Or, comme Téquation de 
cette circonférence est ] 2; | = p, on voit que Téquation de la courbe demandée est 

I I P 

cos 2:1 ==-^. 

' ' h 

Nous fcrouvons ainsi la courbe considérée dans le n.^ 3, ou on a vu qu'elle est fermée et 
coupe Taxe des abscisses, quand p^^, et qu'elle est ouverte et ne coupe pas cet axe, quand 
est {j>h, Dans le premier cas, ies valeurs de zi qui correspondent aux points oíi la courbe 
coupe Taxe des abscisses sont réelles, et dans ces points on a IcosTi^ij^l, quelque grand 
que soit ?i; dans le second cas, la plus petite valeur que prend \Gosnzi |, quand zi décrit la 
courbe considérée, tend (n.° 4) vers llnfini, pour n= oo. 

D'un autre côté, si Ton suppose que x est une quantité réelle, comprise entre — h et h^ 
Xi est aussi une quantité réelle, comprise entre O et x, et on a | cosnx\ | < 1. 
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De tout ce qui precede il resulte que la plus grande valeur que prend 



cos nx\ 



, quand 



cos nzi 

z décrit le contour A, tend vers zéró, pour n = oo, si íc est uh nombre réel, corapris entre 
— Ã et ^; et que, par conséquent, on a, pour ces valeurs de cc, 



lim R(íc) = 0. 

Nous avons donc le théorème suivant: 

Si la fonctíon f (x) est holomorjphe dans Vaire limitée par une circonférence de rayon égal 
à p ayant son centre dans l' origine des coordonnées et si x est une quantité réelle comprise entre 
— h et hj, et p'>h^ la valeur que prend 9 (x)^ quand on donne à ai, ag, «3, . . . les valeurs (8.), 
tend vers f{x)^ quand n tend vers Vinfini, 

En comparant ce résultat à celui qu'ón a obtenu dans le n.^ 5 et en considérant seule- 
ment les valeurs réelles de íc, on voit que, dans le théorème qu'on vient de démontrer, on fixe 

á ces valeurs les limites (— p, p), moins étroits que ceux í ^ç^ "õ"p) q.^'<^i^ avait été obligé 

à leur fixer en faisant usage des inégalités (4).' 

7. On peut généraliser facilement la doctrine qui precede en Tétendant aux valeurs com- 
plexes de íc, comme on va voir. 

On a, en effet, en posant íci = cí + í[3, 



, / e''^ + e~ 
1 cos nx\ r^ = cos^^íza 



-w8\2 



+ sin^ na 



enP_e-*^g\2 



et (n.« 4) 



ou 



I cos nzi I > -— - (é^^ — e~"'^^), 



Z = log(c+ i/c2 — l) = log 



p-l-Vp2~A2 



z\ étant Taffixe d'un point quelconque de la courbe jcos^i | = c; et, par conséquent. 



cos nxi 



cos nzi 



2 



< 0,0^^ na 



QQ 






+ sin^ na 



-wp 



^nl Q—^n^l 
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lim — -. r- = o, lim ^^-7 — r = O, 



lorsqiie | [5 1 < Z. 



Donc la plus grande valeur que prend ' 



tend vers zero, pour ti = oo. 

II resulte de ce qui precede qu'est 



cos nzi 



, quand Zi décrit la courbe | cos Zi \ = c, 



f(x)= lim Q(x) 
quand 



iP|<log^^ h • 

Considérons, en particulier, les valeurs de x qui sont les affixes des points de la circon- 
férence de rayon pi, ayant son centre dans Torigine des coordonnées, et soit pi < p. Les va- 
leurs correspondantes de Xi sont représentées par les points de la courbe [ coscci | =-^ = ci, 
et, par conséquent, pour qu^on ait, por toutes ces valeurs de a?, lim O (x) =/(cc), il suíRt que 

cette courbe-ci soit à Fintérieur de la bande limitée par les droites y = — l et y=l- Or, 
comme la plus grande valeur absolue des ordonnées de la courbe | cos xi | = ci est égale à 
log(ci + v Ci + 1)? la condition énoncée est satisfaite quand 

log (pj + i/pT+Ã^) < log (p + V9"^^) 
ou, par conséquent, 

II resulte de cette inégalité la suivante: 

et nous avons donc le théorème suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe à Vintérieur de la circonférence de rayon égal à p^ 
ayant le centre dans Vorigine des coordonnées, et si x est Vaffixe d\in ;point de Vaire du cercle 
de rayon égal à pi ayant le centre dans le même point^ et si est p^ > p? + A^ la fonction 9 (x) 
tend vers f{x), quand n tend vers Vinjini, 
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Ce théorème contient comme cas particulier celui qui resulte du théorème obtenu dans le 
n.*^ 5 en y donnant à «i, «2, «3; • • • les valeurs (8.), leqiiel correspond au cas ou pí = h et 
p>3h. 

8. Nous allons nous occuper maintenant de la détermination du dégré d'approximation 
avec laquelle le polynôme 6 (íc), correspondant à une valeur de n donnée, represente la fon- 
ction /(cc), en continuant à supposer que /(o?) est holomorphe dans Taire limitée par la cir- 
conférence de rayon p ayant son centre dans Torigine des coordonnées, que x est un nombre 
réel compris entre —k et h^ et que ai, a^, «3, • • • représentent les nombres (8.). 

Pour étudier cette question nous partirons de la formule 



1 f^ f(z)C0B7lXi 
xt y^j = - 

qui donne 






I R (íc) I <^ 






cos VXi 



cos 7lZi 



dsj 



et par conséquent, en représentant par M un nombre égal ou supérieur à la plus grande va- 
leur que prend \f{z) | quand z décrit la circonférence A, et par B un nombre égal on inférieur 
à la plus petite valeur que prend | cosnzi |, quand z décrit la même circonférence (et par con- 
séquent Zi la courbe j cos Zi \ = c), et en remarquant qu'est \z — íc]>p — Ií^I, 

(10.) |RH|<P^>°^"*'I 



B(p-|a;|) 
Or on a déjà vu qu^est 

I cos nzi I > -- [(c + \/c^—iy — (c + v/c2 — l)-«], 
et on peut donc poser 

B = -^ [(C + [^C^-iy - (C + [/c^-l)~n], 

L'expression (10.) du limite de Terreur qui resulte de prendre pour valeur de f(x) la 
valeur de © (íc), correspondant à un nombre n donné, depend de x. On en tire la suivante, 
independante de cette variable, applicable à tout Tintervalle (—h, +A): 

IRHK- '^' 



(p-Ã)B' 
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On peut obtenir de une manière facile la valeur qu^on doit attribuer à n pour que | R (x) 
soit inférieur à un nombre donné d'avance ^. II suffit, en aífet, de satisfaire à linégalité 



(p-A)B 



qui donne, en posant — — r— tt-^- == w, 



ou 



[(c + \^c^-iy - uf - {u^ + 1) > o 



et, par eonséquent, 



ou 






n > 



log(c+t/c2-l)' 



On obtient donc le nombre demande en cherchant le plus petit entier qui satisfait á cette 
inégalité, 

La doctrine qui precede est applicable à róvaluatlon approchée des intégrales définies. 
On a, en eíFet, en reprósentant par a et & deux nombres compris entre —h et h^ 

J-^b nb pb 

f(x) ãx= l (x) dx -|- j E {x) ãxj 
a J a J a 

et, en supposant b> a^ 

R(x)ãx <Vn^' limB = (x. 



Donc 



J^b nb 

f(x)ãx= lim I B(x)ãx. 
a n=cc^Ja 
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L^erreur qui resulte de prendre le nombre 1 B (x) dxy correspondant à une valeur de n 

f{x)dx^ est inférieure à 

pM(ò — q) 

Si l'on veut déterminer la valeur qu'oii doit attribuer à n pour que cette erreur soit in- 
férieur à un nombre donné ^, ou peut recourir à rinégalité 



ou 



ou 



B(p-Â) 



(c + v/c2 - If- - 1 > 2 -^^^-yl^ (c + Vc^ - ir 



l0g(M,+t/M?+l) 
72 J^ 



log(c+v/c^-l) 



ou 



Le plus petit entier qui lui satisfait est le nombre demande. 

9. La doetrine qui precede peut être étendue au cas ou la fonction f{z) est holomorphe 
dans Paire limitée par une circonférence de rayon p ayant le centre dans le point (a, 0), et 
ou X represente un nombre réel compris entre a — A et a + 7i, et «i, a^, as, ... représentent 
les nombres 

a-\-hcos-^—j a + ^cos-^T— 5 ..., a + ^cos- — - — - — . 

En posant, en eíFet, x = x' -\-a^ on voit que f{x'-\-a) est une fonction de x' holomorphe 
dans Taire limitée par la circonférence de rayon p ayant son centre dans Torigine des coor- 
données, et que prend les valeurs /(^i), /(«s), /(«s), . . ., quand on donne à x' les valeurs 

.71 , Sti / (2n— l)7r 

h cos -t;— -, /i COS -^r— , .... h cos -^ ^ —. 

■ 2n In 2n 
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On a donc, quand les conditions indiquées aux n."' 6 et 7 sont satisfaites, 

/(íc' + a)= lim Q{x') 

n = <x 

et, par conséquent, 

f(x) — lim 9 (íc — a). 



10. Voici encore un autre cas dans lequel la condition general e pour la convergence de 
la formule d^interpolation de Làgi^ange^ considérée dans le n.^ 5, conduit à des résultats, qui 
nous paraissent ofFrir quelque intérêt, qu'on ne peut pas tirer des inégalités (4.). 

Supposons que les nombres «i, a^, «3, ... soient encore réels et, deux à deux, égaux et 
de sigaes contraíres, et qu'ils soient compris entre — A et h, Supposons aussi que la fonction 
f{x) soit, comme dans le n.° 6, holomorphe dans Taire limitée par une circonférence de rayon 
p ayant son centre dans Torigine des coordonnées. 

La condition pour que B (íc) tende vers /(íc), pour m= oc, est alors que la plus grande 
valeur que prend 

{x^ — a\) {x^ — aV).., {ar — a^) 



i/ — a'^){2? — a^;)..,{z' — a^,) 



1 



ou v = -^m, quand z décrit la circonférence considérée, tende vers zero, pour i; = go; et sont 
des conditions suffisantes pour cette convergence qu'on ait 



z — a\ 



<2, 



Uc — «2 



<^, 



£ étant une quantité positive arbitraire, inférieure à Tunité. Nous allons étudier ces condi- 
tions-ci. 

Soit a un nombre réel quelconque, compris entre — h et A, et considérons la cassinique 
définie par Téquation 



7^ I :— - />2 



c étant une constante, ou, en posant z=x'-{' iy^ 

[(^' _ af + y'^] [x' + af + y'^] = c\ 

laquelle, lorsqu^on suppose c^a^ est composée d^un seul ovole^ lequel coupe Taxe des abscisses 
dans les points [+ va^ + c^, 0] et celui des ordonnóes dans les points (O, ^c^ — a^]. 
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Quand a varie depuis O jusqu'à ã, et c^ varie aussi de manière qu^il soit toujours 
a^ -\-c^=^ Ji\^ ^ étant un nombre donné, que ne soit pas inférieur à 2^^, les ovales résultants 
coupent tous Taxe des abscisses dans les mêmes points, ne se coupent pas en autres points 
réels, et varient de manière que celui qui correspondent à une déterminée valeur de a con- 
tient à Fintérieur ceux qui correspondent à les valeurs supérieures de a; et tous ces ovales 
sont plaeés à Tintérieur de la circonférence représentée par Téquation 

a5'^ + y^ = A?, 

qui est Fovale correspondant à a = 0. 

Cela pose, si x represente Taffixe d^m point de Tintérieur de Tovale suivant, qui cor- 
respond k a = h: 



(C.) 



|2^_A^| = A?~-A^ 



ce point est alors à Tintérieur de tous les ovales consideres, et on a donc 



\x^^a^\<hl~-a^<hl 



D'un autre côté, on trouve au moyen de Texpression 



que la plus petite valeur que prend [^2 — a^|, quand z décrit la circonférence 



x'^-{-7/^^ = p^, 



OU p > ^1, coincide avec la plus petite valeur que prend 

p^ + 2aV-4aV2 + a2, 

quand íc'^ varie depuis O jusqu'à p^, et est, par conséquent, égale à p^ — a^ 
Nous avons donc, poiír tout point z de la circonférence considérée, 



\z'^ — «^ I > p^ — «^ > p^ — Ã^, 



et par conséquent 



íc^ — a^ 



z^ — a^ 



< 



p2 — A2' 
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En Bubstituánt maintenant a par les nombres «i, aa, 03, . . ., et en supposant 

on trouve les inégalités suivantes: 



íc" — a: 



z^ — a\ 



<" i — <- 1 I - 



<-»- 



h\__ 
f — h' 



<1, 



au moyen desquelles on voit qu^alors on a 

f(ic) = \\mQ{x). 

Noiís avons donc le theorème suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe ãans le cercle derayon égal à p^ ayant son centre dans 
V origine des coordonnées; si ai^ a'^^ a^^ ... sont des nombres réels^ compris entre — h et h^ 
deux à deiix égaux et de signes contraires; et si x represente Vaffixe d\in j^oini de Vintérieur 
de Vovcde de Cassini (C.j, ^ (x) tend vers f(x)^ pour ^ = 00, quand est 



Si, en particulier, x est un nombre réel, compris entre —h\/2 et /^/2, et est p>Ãl/3; 
{x) tend vers f(x)^ quand v tend vers Tinfini. 
De ce qui precede et des inégalités 



|R(^)l<^ 



^Xi 



z — x 



(x^-a^)...(x''-af) 



{z''-al)...{z'-al) 



ds^ 



on tire encore les inégalités suivantes, lorsque x est réel: 



;rHI<. 



Mp 



\x 



< 



JiT 



Mp 



ou M represente un nombre égal ou supérieur à la plus grande valeur que prend \f{z) |, 
quand z décrit la circonférence de rayon p ayant le centre à Torigine des coordonnées, qui 
ont les mêmes usages que les inégalités analogues considérées dans le n.^ 8. 

11. Nous terminerons la première partie de ce travai! en étendant la formule (2.), qui 
a été le point de départ des recherches precedentes, aux fonctions qui admetent des pôles ou 
des points singuliers essentieis, en nombre fini, à Tintérieur du contour A. 



Hosted by 



Google 



337 



Soient bi, b^, • . -ibit ces points. On sait qu'il existe alors k développements respectivement 

1 

, que 



ordonnés suivant les puissances entières et positives de — — ^, -;;; — ^, . . . , 



nous designerons, suivant Tusage, par 

tels que la fonction F (w) définie par Tégalité 



a? — 61' x-—b<2 



Gr/t 



x — hk^ 



X — 6/^ / ' 



í = /í; 



F(^)=/(^)- S G, 



est holo.morphe dans Taire considérée. Donc on peut lui appliquer la formule (2.), et il vient 
F(.) = II(.) + ^ Ç^{^){--a.n^-aí)^.-.i--a.ò\, 

oíi II (íc) represente une fonction entière de x, qoi satisfait aux conditions 

II(«d)=F(ai), II' («O = F (ai), ..., IIÍ'---) («i) = F(«) (ai) 
II(a»)=F(a„), II'K) = FK), ..., IlW («„,) = FW (a„), 

OU F(ai), F(a2), . . ., F^(ai), F^ (ag), . . . sont des nombres qui dépendent des valeurs que 
prenent /(a?) et ses dérivées dans les points ai, «2, ... 
Mais on a, en posant P [x] =^{x — a{f- , , ,(x — «m)^'? 



X 



F(2)P(íb) 



dz 



=X 



f{z)?{x) 



U (z~x)F {z) ^'"^ Ja (z--x)P (z) 
et, à cause de Tégalité 



dz- 



i=l t^A (z — X)] 



F(x) 



iz-xj-^iz) 



dz^ 



Gi 



1 



AS" , A« , A^'> 



on a aussi 



j; 



z-b-j {z-bi) ' {z-bif ' (z-biy ' •••' 



A«P(a;) 



(^d^jP(-) 



A (0-^)P(z) 



s = l t/A(2 — a;)(5! — J- 



(3_aj)(5!-5í)'P(2j 



(Í2. 



RR 
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Or dans cette formule il entre Tintégrale de la fraction rationnelle 



(2 _ X) (Z - ÒO' (^ - €iif . . . (^ - «m)^' 



et il suffit qu'on remarque que le dégré de son numérateur est égal à O et que celui de son 
dénominateur est supérieur à 2 pour conclure, en empioyant un théorème bien connu, suivant 
lequel la somme de ses résidus par rapport á ses pôles est égal à zero, qu^est 



L 



dz ^^ 



h(z — os)(z~- hy {z — aif ... (2 — «„,) 
et par conséquent 



j. 






\ {z-x)Y{z) 
Nous avons dono la formule suivante: 



qu^on voulait démontrer. 
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y\xx* la convergeixce dles forinxxles cl'lrLtei?polatioix 
tr*igoiion[xéti?i<iixes. 



12. Soit f{x) une fonction holomorphe dans Taire limitée par une courbe fermée A, et 
supposons que cette courbe soit enfermée dans la bande comprise entre les droites parallèles 

à Taxe des ordonnées dont les abscisses sont égales à — ^tu et -^ti^ et qu'elle contienne à 

rintérieur les points d'affixe a?, «i, m^ • . ., «m« 
Alors la ionction 

T7> / \ / (^) ^^^ (^ — ^0 ®^^ (^ — a{)> . . sin (x — a^n) 



sin {z — x) sin (z — ai) sin (z — a^),:. sin (z — am) 
a, dans Taire considérée, les pôles x^ ai, «2, . . ., cim'-, ^t, en appliquant à Tintégrale 

(12.) Rix)^-l^fj(z)dz 

le théorème fondamental de la théorie des résidus, on trouve la formule 
(13.) f{x)^^(x) + n(x), 

ou 

... . , sin (íc - - aâ) sin (x — as) . . . sin (x — a,^) ^ . , 

^ (x) = - ^ , . . ~ ^-7 rf(«l) 

^ Sin (ai — as) sm (ai -—az), , , sm (ai — a^^)" ^ ^ 

sin (íc — a\) sin (í» — as) . . . sin {x — a^) 
(14.) / ' sin (ag — ai) sin («2 — as) . . . sin (a2 — a^)*^ ^ 



+ 

sin (íc — ai) sin {x — a<^) , . , sin (a? — «m-i) 
sin (a^ — ai) sin (a^ — ag) . . , sin (a^^ — a^n~i) 



f{(^m\ 
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et on voit que ^"(x) satisfait aux conditions 

(15.) W{ai)=f(ai), f(«2)=/(«2), ..., ¥(«»)=/(«»)• 

Nous venons de trouver ainsi une formule d^interpolation donnée par Hermife dans son 
Cours d' Analyse de VEcole Polytecliniquc (1873, p. 332) et une expression de son reste au 
moyen d^une intégrale curviligne, que nous avons déjà indiquée dans une note publiée dans 
le Bidletin des sciences mathématiqiies (2.^ série, t. xiv), au moyen de laquelle nous étudierons 
sa convergence. Mais, avant de la faire, nous indiquerons une autre forme qu'on peut donner 
à Texpression de ¥(cc). 

13. Chaqu'un des termes qui entrent dans le second membre de Tégalité (14.) est le 
produit de m — 1 facteurs de la forme jp cos ícH- ^ sin íc; donc T (x) est une fonction homogène 
de sincc et cosa? du dégré m— 1, et elle peut être réduite à la forme suivante: 

W (cc) = Li cos^'^-1 cc + L3 cos^-3 o? + . . . + [Kl cos"^-^ cc + K3 cos^'^-^ x + ,..]úwx. 

En employant maintenant les formules connues: 

2^-* cos^ X == cos sx^ { \ cos (s — 2) íc + ( j cos (5 -- 4) íc + . . . + — / \ 

\r) 

si s est pair, 

2^~* cos^ X = cos sx-\~ ( \ cos (s — 2) íc + ( o ) cos (s — 4) cc + •••+/ -^ \ cos í(?5 

si s est impair, et les suivantes, qui résultent de dériver par rapport à x les antérieures, 
2^-* s cos^~* cc sin cc = s sin 5CC + [ ) (s~-2)ú\\{s — 2)x-\-. , .-\- 1 \ 2sin2íc, 



2^—* s cos^-* cc sin íc = s sin síc + ( -j ) (^ — 2) sin (s — 2) íc + . . . + / \ 



on trouve 



(16.) 



W {x) = km-i cos (m—l)x-\- A^_3 cos (m — 3) íc + . . . + Ai cos x 
+ B„j_i sin {m—\) x-\- B^^— 3 sin (m — 3) íc + . . . + Bi sin Xj 
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si m est un nombre pair, et 
(IT.) 



W (x) = Aí,i_i cos (m — 1) a? + A^i-s cos (m — 3) íc + . . . + A2 cos 2a? + Ao 
+ Bm-i sin (m — l)x-{- Bm-^ sin (?n — 3) íc + • • • + B2 sin 2íc, 



si m est un nombre impair. 

Au moyen de Tanalyse que precede ou démontre non seulement la possibilite de réduire 
toujours W (x) aux formes precedentes mais on peut déterminer, en cliaque cas particulier, 
les coeííicients Ao, Ai, A2, . . ., Bi, B2, .... On peut aussi, la possibilite de cette réduction 
étant établie, déterminer ces coeííicients au moyen des équations 



qui sont du premier dégré par rapport à ces quantités. 



^F(í*m)=/(«m), 



14. En passant maintenaiit à étudier la convergence, pour m= 00, de la formule d'inter- 
polation qu'on vient de considérer, que est le bút principal que nous avons en vue, nous re- 
marquerons que les formules (12.) et (13.) font voir que la condition générale pour que W (x) 
tende vers /(cc), pour m= go, est que la plus grande valeur que prend 



sin (x — ai) sin (x — «2) . . . sin (íc — a^) 



sin {z — ai) sin (2 — as) . . . sin {z — 0^) 



quand z décrit le contour A, tende vers zero; et que, par conséquent, sont des conditions 
suííisantes pour cette convergence qu^on ait, pour les mêmes valeurs de Zj 



(18.) 



sin (x — ai) 



sin {z — ai) 



<^, 



sin (x — as) 



sin (z — «2) 



<£, 



£ étant une quantité arbitraire inférieure à Funité. 

Les considérations qui prccèdent nous mènent à poser le problème suivant: le contour A 
et les points ai, as, as, ... étant donnés, déterminer Tensemble des valeurs qu'on doit donner 
à X pour que W (x) converge vers /(íc), quand le nombre de ces points tend vers Tinfim, ou, 
au moins, une partie de cet ensemble; ou, réciproquement, étant données ces valeurs, déter- 
miner A. 

On ne peut pas resoudre ce problème d^une manière générale, mais nous allons Tétudier 
en quelques cas qui nous paraissent oíFrir quelque intérêt. 

15. En considérant prémièrement un cas qui nous conduit à employer les inégalités (18.), 
soient ai^ as, as, ... des nombres réels compris entre — h et h et ^ une quantité qui sa- 
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tisfasse aux conditions 3A < p < -^ ';r, et considérons les ovales representes par les équations 

|sin2| = sinp, I sins| = sinÃ, | sin 2; | = sin 3A, 

dont les centres coincident avec Torigine des coordonnées, lesquels nous désignerons par 
L, U, \J\ et Tovale represente par Téquation 

I sin (^ — a) I = sin (I a I + lí)^ 

dont le centre coincide avec le point d'affixe a, lequel nous désignerons par La. Ces ovales 
coupent Taxe des abscisses respectivement aux points 

(0,±P), (O, ±A), (0,±3A), [0,a±(|a| + A)], 

L^ovale L^ est tangent à Tovale U, et, en écrivant leurs équations sous la forme suivante, 
en posant pour cela z^d -\- iy' : 

cos^ iy' = sin^ h + cos^ x' ^ 

cos^ iy' = sin^ (| a | + ^) + cos^ (x' — a), 

on voit qu'ils n'ont pas d^autres points communs. 

On voit de la même manière que l'ovale La ^st tangent á Tovale L^^ et que celui-là est á 
rintérieur de celui-ci, quand le paramètre a est égal á ■+; A. 

Quand a varie depuis — A jusquà 7z, Tovale L^ varie, mais il ne coupe jamais L'\ ni par 
conséquent L, qui est extérieur á L'^ II reste donc à Tintérieur de Taire limitée par L 
et U. 

Nous avons donc, en représentant par x Taffixe d'un point quelconque de Taire limitée 
par L^, 

I sin (x — a) I <; sin (\a\-\-h) < sin 2h, 
D'un autre côté, Tovale L et Tovale represente par Téquation 

I sin (z — a) I == sin (P — \a |) 
sont tangents et le deuxiéme est à Tintérieur du premier. Donc on a, pour tout point 2 de L, 

I sin (2; — a) I > sin (|3 — | í^ |) > sin (P — h). 
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Nous avons donc 



sin (a? — a) 



sin (z — à) 



6in 2h 

^ sin(P-A) ^ 



Comme cette inégalité est satisfaite quand on donne à a les valeurs «i, a2, «3, . . ., on 
peut énoncer le théorème suivant: 

Si la fonction f (z) est holomorjphe dans Vaire limitée par V ovale L eí ai, ag, «3, ... sont 
des nomhres comjpris entre — h et h^ W (x) tend vers f(x)y jpour m = oo^ quand x est Vaffixe d'un 
jpoint quelconque de Vaire limitée par r ovale U. 

16. Cest dans le cas de fonctions périodiques que se présentent les plus interessantes 
applications de la doctrine du n.® 12. Nous allons nous en occuper maintenant. 

Soit f(z) une fonction holomorphe dans la bande infinie comprise entre deux droites pa- 
rallèles à Taxe des abscisses, Y = Z et Y==?, et supposons que cette fonction soit périodique 
et que sa póriode soit égale à %, Supposons aussi que le nombre des quantités «1, ag, «3, . . . , a^ 
soit impair et que A represente un rectangle forme par les deux droites precedentes et par 

les droites, parallèles à Taxe des ordonnées, dont les équations sont X = — — et X = -^. 
On a alors 



'' + il 



-Õ- + ÍÍ' 



--w+^v 



~l+il 



R(^)^J_.r J Y{z)dz+ j ¥{z)dz+ J F{z)dz+ J F(2)c?2l 



r + ií 



-w+ií 



'r-i-il' 



X 

-Õ-+ÍÍ' 



et aussi, à cause de la périodicité de la fonction F(z), 



•cr+í" 



-8+«' 



J F{z)ãz= J F(z)ãz; 



-+« 



4+^' 



*^t par conséquent 



í+u 



~ + U' 



^("^^^il. / ^(')^'+ S F(z)d.]. 



-+it 



r+il' 
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On voit au nioyen de cette formule que la condition pour que W (x) tende vers /(íc), quaiid 
m tend vers Tinfini, est que la plus grande valeur que prend 



sin (x — ai) sin (x — a^) . . . sin (x — a^) 
sin {z — ai) sin {z — «2) . • • sin {z — a„,) 



quand z décrit les côtés du rectangle A parallèles à Taxe des abscisses, tende vers zero, et 
que sont des couditions suffisantes poiír cette convergence qu^on ait, pour les mêmes valeurs 
de 2, 



sin(íi?— ai) 
sin {z — ai) 



<^, 



sin (x — as) 
sin (z — as) 



<2, 



è étant, comme antérieurement, une quantité arbitraire, infórieure á Tunité. 

Comme dans ce cas m est un nombre impair, W (x) est déterminée par la formule (14.) 
ou (17.). 

17. Pour faire une première application de ces résultats, considérons ia courbe déíinie 
par Téquation 

I sin (z — a) I == c, 

. Tl Tl 

et supposons qu'est c> 1 et que a est un nombre réel compris entre — -^ et — -. Cette courbe 

est alors composée de deux branches symétriquement placées par rapport à Taxe des abscisses 
et elle a un nombre infini de points oíi 1'ordonnóe est minimum, en valeur absolue, placés sur 
les droites dont Téquation est 



(20.) 



Y-±log(c + i/c2-l). 



On a donc, pour toute valeur de x represente par un point compris entre ces droites, 



I sin [x — a) I < c. 



Considérons aussi la courbe définie par Tóquation 



\ sin {z — a) I = ji, 



et soit [3 > c. Cette courbe est placée au-dessus de Tantérieure et elle a un nombre infini de 
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points ou la valeur absolue de Tordonnée est maximum, placés sur les droites dont réquation est 
(21.) Y=±log(P + t/FPÍ)- 

On a donc, pour toute valeur de z représentée par un point de ces droites, 

I sin (2 — a) I ^ P > c. 



II vient, par conséquent, 



sin {x — d) 
sin {z — a) 



<^<i> 



et ensiiite, en représentant par a\^ «2? • • • des nombres róels, compris entre — — et — , 



sin (x — cfi) 



sin {z — ai) 



< 



r 



sin (x — «2) 
sin (z — «2) 



c 



Nous avons donc le théorème suivant: 

Si la fonction f(z) est holomorphe dans la hanãe comjprise entre les droites (21.) et 

' lí % 
«1, aâ, . . .5 a^ sont des nombres réels^ compris entre -^ ^t -çt^ W (x) tend vers f(x)y pour 

m== ao^ quand x represente Vaffixe d^un point de la hande comprise entre les droites (20.). 

18. En continuant Tétude dii cas que nous venons de considérer et en supposant main- 
tenant que x est réel, nous allons indiquer une propriété des coefficients qui entrent dans la 
formule (17.), quil convient remarquer. 

Soit M la plus grande valeur que prend 1/(^)1 quand z décrit les droites qui limitent la 
bande oíi cette fonction est holomorphe, et B la plus petite valeur que prend | sin (2; — x)\ 

quand z décrit les mêmes droites et x varie depuis ^ jusqu'à — . On a, en remarquant 

que B est différente de zero, 



De Tégalité 



IR 



(^)|<-b(t) 



f{x)^\\x) + '&{x) 



ss 
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et de Finégalité precedente il resulte 



/f(x)coskxdx^ lim ( W(x)coskxãx 






= lim Aw2~i í cos{m'—l)xco^kxãx + .,,-{-Ao í cos 



rCX CtX 

TU 



+ By,i_i í sm(m — l)xcoskxdx-\-,,,-{-B^ í sin 2íc cos ãíc cííc L 



TC _TÇ_ 

Y 2 



ou Ã; represente un quelconque des nombres pairs m — 1, wi — 3, . . ., 2, 0. 
Mais on a, en représentant par k^ un quelconque de ces mêmes nombres, 



j cos kx cos Â;^íc cZít? = O, í cos kx sin /í:^íc íÍíc = O, í cos^ Zííc íZíc = -^, 1 sin^ te do? = -^ 



Donc 



2 

lim Ao = — I f(x)ãxj 



Tt 



limA^ = — j f{x) cos kxdxj {k>0). 



On trouve de la même manière, en partant de Tégalité 



/f(z) sin kx dx = lim í T (a?) sin kx dx^ 
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'égalité suivante: 



2 
lim B/. = — I f(x)úví'kxdx 



T //(-)= 



19. II est facile de voir que tout ce que nous venons de dire à Tégard du cas ou la fon^ 

ction/(0) a la periode x a aussi lieu quand cette fonction satisfait à la condition/(^ + ^) = — /(^)- 
Mais alors il faut que le nombre m ^oii pair^ pour que la fonction F (z) ait encore la période t\ 
et, par conséquent, la fonction T {x) est donnée par la formule (16.). 

20. Nous avons supposé, dans tout ce qui precede, qu'on choisissait d'une manière ar- 
bitraire les nombres ai, «2, «3, . . . Nous allons maintenant considérer quelques nombres par- 
ticuliers qui conduisent à des conséquences remarquables. 

Supposons premièrement que la fonction f(z) admette la période x, que Taxe des abscisses 
soit à rintérieur de la bande iníinie, limitée par deux droites qui lui sont parallèles, dans la- 
quelle elle est holomorphe, et que à a\^ «2, ciz, . . . on donne les valeurs 



(22.) 



Tt 


3x 


5x 


2«' 


2n' 


2n' 


■^r 


3x 


5x 


2«' 


2«' 


2n' 



in — 2) TT rni 



2n 



n étant un nombre imjpair, 

On voit alors, au moyen de la formule (B.) (n.® 6) qu'est 



sin (x — dl) sin {x — as) . . . sin {x — a^ cos nx 
sin (z — ai) sin (z — as) . . sin {z — a^) cos nz ' 



et, par conséquent, 



r23 ) R (a?) = -TT- 1 , ^ — r dz. 

^ ^^ ^ 2zx f^ sm (2 — o?) cos ?i2 



II en resulte que la condition pour que W (x) tende vers/(íc), quand n tend vers Tinfini, 

cos na? 



est que la plus grande valeur que prend 
bande considérée, tende vers zero. 



cos nz 



, quand z décrit les droites qui limitent la 
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Or, en posant z = d -^iy\ on trouve 1'identitó 



C0SW2 






gwy — e— «2/ 



au moyen de laquelle on voit, en posant premièrement y' = '^1 et en appliquant ensuite la 
méthode des máxima et mínima, que la pias petite valeur que prend | cos na: |, quand z décrit 
les droites ^ = — l et y' = 1^ est égale à 



2 



et qu'elle tend, par conséquent, pour Tinfinij quand ti = oo. 

D'un autre côté, en posant x = a-\-i^ et en ayant égard à Tidentité 



cos nx r = COS'' na 



e«P + e-"P\' 



+ sin^ na 



/^ 



— e 



on trouve 



cos 72 a? 



cos 71Z 



< cos'^ na I —Tl TT- 1 + sin^ na ' 



' ( — r 



-nl 



quand z represente un point quelconque des droites y = Z et y = — ?. 
Mais on a, quand | P | < Z, 



e^P + 6-" 



e^f^-e-**^ 



Hm — j — j- == O, lim — i j- == O, 

pul p — nl ' pul p — nl 



pHl p- 



On conclut donc que la plus grande valeur que prend 



cos nx 



cos nz 



quand z décrit les droites 



y == — l et y^ ==l<i tend vers zero, quand n == go, si le point d^aíSxe x est à Tintérieur de la 
bande limitée par ces droites. 

Nous avons donc le théorème suivant: 

Si la fonction f{x) est holomorjphe dans la hande comprise entre deux droites^ paralleles à 
Vaxe des ahscisses et equidistantes de cet axe^ et est périodique^ sa période étant égale à t^ la 
fonction ^ (x)^ quon ohtient en donnant en (14.) ou (17.) à «i, aa, . . . les valeurs (22.), tend 
vers f{x)^ quand n tend vers injini^ si x represente un point quelconque de Vintérieur de la 
hande considérée. 
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21. La fonction Y {x) prend, dans le cas qu'on vient de considérer, deux formes simples 
qu'oa pouvait déduire des formules (14.) et (17.), mais qu'on obtient d'une manière plus faeile 
en partant directement de Tintégrale (23.), en lui appliquant le théorème fondamental de la 
théorie des résidus. 

En eíFet, en représentant par a un quelconque des nombres (22.) et par R le résidu de 
la fonction 

F(2)^ /(^)cos«a; 



sin (z — x) cos nz 
par rapport à son pôle a, on trouve 



hf (a ~\- h) Gos nx /(a)cos?iíc 

h=:0 sin {a-rh~x) cos 7i {a-{-h) n sin (a -- x) sin na ' 



et par consóquent 



^ ^ íz smnasm(íc — a) 



ou 



/o^ V „, , V coswcc ^ . fia) 

(24.) M^ (íc) == S sm na — -^ - ^ 



sin (íc — a) ' 
ou a represente les nombres 

(2-/i + l)x / n-l\ (2y) + l)W ,í-3 

Ayant obtenu ainsi la première expression de ^ (x) démandée, nous allons en déduire la 
seconde. 

cos TliX 

Posons, pour cela, dans Texpression -— — -, qui entre dans la formule qu'on vient de 

sm \X a) 
trouver, é^ = t et 6^« = À. On trouve 

sm (íc — a) t^ — \^^ -■ ^2 _ -^2 ' 

et, par conséquent, 

sin(íc — a) ^ -^' 
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ou 



, à cause de Tidentité e^nm^ e±(2^+i)^' = — 1, 



cosnx 



sin (x — a) 



-_ = _2 sin ({n~l) cc+a) + sin ((^—3) x+3a) +...+ sin (2x+(n—2) a)+ -^ sin na . 



On a donc la formule 



W(x) = — 2sin7i<^ sin((?2— l)íc+a) + sin((?2— 3)íc+3a)+.e.+ sin(2cc+(n— 2)a)- 

il 1 L_ 



Binna 



/(«), 



ou 



(25.) 



^ (x) = A^_i cos (w — 1) íc + A^,_3 cos (n — 3) íc + . . . + A^ cos 2x -f- Ao 
+ B„_i sin (n — l)x -}- B^_3 sin (n — 3) íc + . . . + B^ sin 2í^, 



ou n est impair, et 



Ao = -s/K 



2 2 

Ajt = — 2 sin nafici) sin (n — k)a = — ^fip) cos A:a, 

2 2 . 

B/. == — S sin naf{a) cos (n — A:) 6í = — ^/(<^) sin /^a. 



(A;>0) 



Ces formules donnent immédiatement les propriétés suivantes des constantes A/, et B^. 



2 

limAo== — I f{x)ãxj 



lim A/,. = — í /(cc) cos A:íc íZíc, 



2 /» 

lim B/i; = — I /(í^) si^ ^'^ ^^5 
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qui coincident avec celles qu'on a données dans le n.° 18 pour le cas oíi ai, agj í*3) • • • repré- 
sentent des nombres arbitraires, compris entre õ" ^^ "õ"» 

22. Soit X une quantité réelle et Mi et Ms2 les plus grandes valeurs que prend \f(^ |, 
quand z décrit les droites qui limitent la bande dans laquelle/(2) est holomorphe. En remar- 
quant que les plus petites valeurs qu^alors prenent | sin(2 — íc)| et | cos na; | sont égales à 



on trouve Tinógalité 

2 (Ml + M2) I cos nx I 



|RHI< 



(e^ __ e-^) (e«^ _ e^^?^) ' 



qui donne un limite superieur de Terreur qui resulte de prendre la fonction Y (íc), correspon- 
dante à une valeur de n donnée, pour valeur approchée de la fonction /(íc). 
De cette inégalité on tire encore la suivante: 



IR(^)Í< 



2(Mi+M2) 



qui est indépendante de íc, et qui peut être employée pour démontrer que, si a et p repré- 
sentent deux nombres réels, on a 

y f{x)dx^\\m \ '^{x)dx, 

et que Terreur qui resulte de prendre 1 W(x)dx pour valeur de 1 f(x)ãx est inférieur à 

2(Mi+M2)||3-a| 



Comme Tinégalité 



donne 



2(Mi + M2)|P- a| 

M1+M2 



e^"^^ ^ 1 > 2 ve"^^^ v = 



(é — e-^) 



A?5' 
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ou 

on peut déterminer au moyen de Tinégalité 



loff(v+ v/t;2 + l) M1 + M2 

n>-^ 1 ' ^ = ^?zr,-^' 

la plus petite valeur qu'on doit donner à n pour que Terreur qui resulte de prendre W (x) 
pour valeur de f(os) soit inférieur à ^. 

23. Pour faire maintenant une application de la doctrine considéree dans le n.® 19, sup- 
posons que la fonction /(íc) satisfasse à la condition /(íc + '^)==— /(í») et que soit encore ho- 
lomorphe dans la bande comprise entre les droites y = — l et y = lj et supposons aussi qu'on 
donne à «i, ag, «3, . . . les valeurs 

et que n soit pair, 

Au moyen de la formuje (A) du n.^ 6 on voit qu'est encore 



J^ , C f{^) cos nx 
F (z) dz = I ., V ^^j 
^ /^ ^ 1^ sin(2; — íc)cosn^ ' 



et que F (z) est périodique, et que sa période est égale à ::. On en conclut que le théorème 
démontré dans le n.® 20 a encore lieu ainsi que la formule (24.). 
Mais on doit substituer à la formule (25.) la suivante: 

T (x) = An-i COS (n — 1) íc + A„_„3 cos (n — 3) a? + . . . + Al cos a? 
+ Bn_i sin (n — 1) íc + B^-s sin (n — 3) cc + . . . + Bi sin x, 

Les coefficients Ajc et B^ de cette formule sont donnés par les mêmes rélations que dans 
le cas antérieur en y substituant a par les valeurs (26.). 

24. Nous indiquerons encore un autre système de valeurs de ai, «2, «3, ... qui, quand 
la fonction /(cc) admet la période x, mènent à des résultats convergents. Cest le suivant: 

«=^, [•'i = o, ±1, ±2, ..., ±^(«-l) 

n étant un nombre impair. 
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En appliquant le théorème fondaraental de la théorie des résidus à Tintegrale 

f{z)únnx 



X 



sin (z — x) sin nz 



dz 



et en ayant é2:ard à que le résidu de la fonetion - . / . . est donné par la formuk 

^ ^ ^ sm(2J — íc)sin72s 

hf(a-{- h) sin nx f(a) sin nx 

K = lun —. ; —7 r— ; — y;- = ; r , 

ft=o sm (a-f-h — x) sm n(a-f h) n sm (a — íc) cos na 



on trouve alors 



ou 



f{x)^W{x) + n{x\ 

f{z) únnxdz 



^ ^ ziií r sin(;s- 



- x) sin 91^ ' 



(26.) ¥ (a,) = ^^^ S (- 1)^ ^-^-^-,; 

^ ^ ^ ^ n ^ ^ sm(ír — a) 



et on voit au moyen de cette expression de R(ír) que W [x) tend vers f{x)^ pour n= cx;, si 
la fonetion f{x) est liolomorplie dans la bande limitóe par deux droites parallèles à Taxe de& 
abscisses, equidistantes de cet axe, et x est TaíBxe d\m point de son intérieur. 
Comme on a, en posant, comme au n.® 21, é'^ = t^ é(^ = \ 

sin ix — cij Z" ~~~ N. Z'' — K. 

et par conséquent 

sin(íc — a) • * * ' 

ou, à cause de Tidentité X^" == e^*^*^ == e^'»^ = 1 , 

sm ixx \ li 

TT 
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on peut réduire Texpression de W (x) à la forme suivante: 

¥(a?)==-I{-iy^icos[(n-l)a?+a] + cos[(7z-3)cc+3a] + . . .+cos[2cc+(n-2) 



W (x) = Kn-i COS (n — 1) íc + An_3 COS {n — 3) íc + . . . + A2 cos 2x + Ao 
+ B,i_i sin (n — 1) a? + Tàn-^ sin (71 — 3) cc + . . . + B2 sin 2í^, 



Ao = ^S/(«), 

A„ = — E (- !)''!/(«) cos {n-k)a^ — 11 f {a) cos /ta, (Â; > 0) 

B/, = — S (- iy'f{a) sin (n - A:) a = — Y^fÇa) sin /i-a. 

25. Si la fonction f (x) satisfait à la condition f(oo + Tz) = —f(x) et on donne à 
«1, «2; í/s, • . . les valeurs 



Cl = 






, -^==0, ±1, +2, ..., ± (^^^-1), V"' 



ou n est nn^nombre pai?^ on trouve, comme dans le cas antórieur, que la fonction ^\x)^ dé- 
finie par Ia formule (26.), tend vers /(íc), quand 7z=co, si la fonction f(x) est holomorphe 
dans la bande considérée dans le n.^ antérieur et x represente un point de son intérieur. 
L'expression de W (x) peut être réduite alors à la forme 

^'^(íc)== — E(-l/^|cos[(72-l)íc + a] + cos[(n-3)í^ + 3a] + ... + cos[a:^ \f(a)y 



ou 



^ (x) = A,i_i cos (n — l)x + An_3 cos (77 — 3) cc + . . . + A i cos X 
+ B,i_i sin (n —l)x + B„_3 sin (71 — 3) cc + . . . + Bi sin x^ 



Aj^ = -- S (_ iyif{a) cos (72 - /b) a = — y.f{a) cos ka, 
B;. = — S (-- 1)"V(«) sin {n — k)a = — ^f{ci) sin A^a. 
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26. L'intégrale 

i r /(^) sin -^ {x — ai) . . , sin -k-{x- «m) 

/ sm — (z — x) sm -^ (^ — <^i) ... sm — (2; — «,„) 

conduit á des resultais analogues à ceux qu'on a obtenu au moyen de Tintégrale consídérée 
dans le n.^ 12. 

On trouve, en premier lieu, en supposant que A represente une courbe fermée, placée 
à rintérieur de Ia bande comprise entre les droites X=: — % et X = 7r, et que a[^ «2, as, . . , 
soient les affixes de des points donnés, placés à Tintérieur de Taire qu'elle limite: 



OU 



sm -^{x — a%) sm -^{x — «3) . • • sm — [x — a„J 
^■1 H = —{ —^ ^-^ /(ai) 



sin — (aj — 02) sin -^ («i — as) . . . sin ^ (aj — «,„) 



+ 



sm — (íc — aijsm — (íc — a^} . • • sm -— ,(íc — «m— 1) 

■ —3 j 1 ^ /(^^m), 

sin — {ar>^ — ai) sin -^ {a,,, — as) . . . sin -^ {a^, — a,„._i) 



ou, en procédant comme dans le n.^ 13, 



^^i {x) = A,n-i cos -^{m—\)x-\- Aí,i_3 cos -y (m — 3) + • • • + A 1 cos -^ íc 
+ B,n_i sin — {m — 1) ízí + B„i_3 sin -^ (m — 3) -f- . . . + Bi sin 



si m est un nombre jpair, et 



¥1 (a?) = A,n-i cos — - (m — 1) a? + A,,,_3 cos -^ (m — 3) + . . . + Ao 

+ Bm-i sin -^ (?72 — 1) cc -(- B^n-H sin -^ (m — 3) + • • • + Bi sin ít, 
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si vt est impair; et on voit que *Fi {x) satisfait aux conditions 



^'l(«l)=/(«i), ^l(«2)=/(a2), 



., í^l(crm)=/(«m). 



Noiís avons ainsi une formule d'iiiterpolation considéree par Gauss {Werke, t. líi, p. 281) 
<3t une expression du reste au moyen d'une intégrale curviligne, laquelle fait voir qu'est con- 
dition pour que ^i{x) tende vers /(íc), pour m==aoj que Ia plus grande valeur que prend 
Texpression 



(28.) 



sin — (x — ai) sin -^ (íc — a^) . . . sin -~-(x — «,„) 



Sin -õ- (^ — ^i) sm -^ (^ — aâ) . . . sm -õ" (^ — «m) 



quand 2 décrlt le contour A, tende vers zero, et que sont des conditions suffisantes pour cette 
convergence qu'on ait, pour les mêmes valeurs de z. 



(29.) 



Sin — (cc— ai) 



sin "Y (^ ~ ^0 



<h 



sin -^ (x — «2) 
sm -— (z — aí) 



<h 



s étant une constante arbitraire, inférieure à Tunité. 

27. Supposons que la fonction f(x) soit périodique, sa période étant égale à 2%^ et qu'elle 
soit holomorphe dans une bande infinie comprise entre deux droites parallèles à Taxe des 
abscisses. On voit alors, comme dans le n.° 16, que dans ce cas la condition pour que Wi (x) 
tende vers f{x)^ pour m=Go, est que la plus grande valeur que prend Texpression (28.), 
quand z dócrit ces droites, tende vers zero, et que sont des conditions suffisantes pour cette 
•convergence que les inégalités (29.) soient satisfaites par les valeurs que alors prend z. 

On voit aussi, en procédant comme dans le n.** 17 et en remarquant que Téquation 



sm — - (2 — a)\ = c 



represente, quand c>l, une courbe composée de deux branches mfinies, symétriquemeEt 
placées par rapport à Taxe des abscisseS; ayant un nombre infini de points oíi Tordonnée est 
rainimum, en valeur absolue, placés sur les droites représentees par Téquation 



(30.) 



Y= + 21og(c+v/c2_l), 
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et que la courbe analogue représentée par Téquatioii 



sin — (^— «) 



ou p>c>l, a un nombre iníini de points oíi 1'ordonnée est maximum, en valeur absolue^ 
placés sur les droites dont Téquation est 



(31.) 



Y = ±21og(p+l/p2 + l), 



le théorème suivant: 

Si la fonction f{x) est holomorphe dans la hande límitée par les droites (31.) et est pério- 
dic[ue, la période êtant égale à 2%; et si ai, «2, «3; • • • sont des nombres rêelsj compris entre 
— T et Tí^ et X est Vaffixe d'un point de Vintérieur de la hande limitéepar les droites (30.), on a 

Hm Wi(x)=f{x). 
On démontre aussi, comme dans le n.® 18, Tinégalité 

ou M represente la plus grande valeur que prend |/(2) 1, quand z dócrit les droites qui limitent 

1 
la bande oíi la fonction est holomorphe, et Bi la plus petite valeur que prend sin-^ (^ — a?) 

quand z décrit les mêmes droites, et ensuite les formules 

t: TC 

/f(x) cos -^kxdx= lim ( \Fi (x) cos — kx dx^ 

TU TU 

TI TU 

/f(x) sin — te cícc = lim j Ti (cc) sin -^ kx dx. 
Au moyen de ces formules et des rélations 

TU X TU ' 

/k k' ^ n , k . k' ^ r , k k' i ,^ 

co&-^xcos-;^xdx= I sm — xsm — xax= I sm — a?cos '^ícaa; = 0, 

TU X 

j cos^ -^ xdx== j sin^ -^xdx^Tí^ 
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ou les entiers k et k' sont l'un et Tautre pairs ou Tun et r*autre impairs, on voit que les coeffi- 
cients de W\ (x) ont, dans le cas considere, les propriétés exprimées par les rélations suivantes: 



lim 

m==cc 



1 p 

im Ao = -^ I f{x)dx^ 

TC 

lim A^ = — j f (x) cos kxdx^ (A:>0) 

TU 

TU 

lim B/^ = — j f{x) úxikxdx. 



28. Supposons maintenant qu'on donne à «i, a^, «3, • • • les valeurs 

(32.) a = J5^, (-/i = ±1,± 2,,. '.,1 («-!),«), 

et que les équations des droites qui limitent la Lande dans laquelle f(x) est holomorphe sont 
Y = -Z et Y-Z. 

On voit alors, au moyen de la formule 

sm nx = 22^-1 II sm -^r M ^\ II sm -7^ ' * 



-^ = 1 2 V 72 "^y -^t^o"'" 2 \n 
que Tintégrale (27.) se réduit alors à la forme 

1 / /(^) sinTiícsin — ;2 

J sm — (^ — X) sm — X sm nz 

et, en appliquant directement à cette intégrale le théorème fondamental de la théorie des ré- 
sidus, en prenant pour contour A de Tintógration le rectangle forme par les droites Y = — Z, 
Y==Z, X = — 'J^ + ã, X = 'Ji + ^j ^ étant une quantité positive assez petite pour que le point 

soit à son intérieur, et en remarquant que le résidu de la fonction 

f (z) BiiL nx sm -^ z 



. 1 , , . 1 . 

sm -^{z — x) sm -^ x sm nz 
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par rapport à a est égal à 



ou 



on troiive 



f{a + h) sin nx sin -^r (*^ ~í~ ^) 

lim — 

^ sin — (a + ^ — íc) sin — a? sin n (a + ^) 



/(a) sin — a 
n sm -^ (a — íc) sm — x cos na 



/(a^) = ^'i(£.) + -^Ei(a;), 



. 1 

sin -^ a 

ir. / N sin «O! VI / is-A ^ ,./ 

if j (a,) = ___ 2 (- 1)1 --J f(a). 

2n sin -^x sin -^ (x — a) 



Or, on voit, comme dans le n.*^ 20, premièrement que la plus grande valeur que prend 
I sin nz I quand z décrit les côtés du rectangle considere, parallèles à l'axe des abscisses, est 

sin no? 
sinn^ 
mêmes droites, tend vers zero, pour n=oo. Donc on peut énoncer le théorème suivant: 

8% la fonction f(x) admet la jperiode 2% et est holomorphe dans la bande injinie comjprise 
entre deux droites jparalleles à Vaxe des abscisses^ equidistantes de cet axe, et si x est Vaffixe 
d\in 'point de Vintérieur de cette bande, on a 



ou 



égale á ^ , et ensuite que la plus grande valeur que prend 



, quand z décrit les 



lim 1J"i(£c)=/(a;), 

W=00 

quand a rejpvésente les nombres (32.). 

29. On peut donner à Texpression de ^i (x) une autre forme, qu^il convient remar- 
quer. 
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Considérons Texpression 



?H = — Y 



smnx 



sm -^(x — a) sin -^ x 



L ± 

dans laquelle nous poserons e^ =^5 e^ =)l. 

II vient 



,(.) = 2a-(^"-i)^^-" 



(í2__X2j(j52_l) 



OU 



(p (a?) = 2aí2-2n [-^4n-.4 + (1 + X^) í^«-6 -j- (1 -f ^2 + X^) í^«-8 

+ . . .+ (1 +X2 + . . .+ X^«-6) í^2+ 1 + -A.2 + X^ + . . . + X4»-^], 



et, par conséquent, 



cp (íc) = 2i 



X* — 1 X^ — 1 >^^ — 1 






1 . 



Mais on trouve, en substituant X par e^ et en ayant égard à Tidentíté e^í^ia^ \^ 



, 3 

^ « 1 3 sm -TT- a 

j j . 






sin — a 



n 

' ^x2~r=^ . 1 ' 

sm— a 



. 1 ' X2-1 ^ . 1 ' X2-1 

sm — a sm — a 



X2-1 



1 
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Donc 



íp (x) = 2i 



n—í 



L- ' ' 2 J _] g! [(n-2) íc-f a] -^ . . . -| p. L 2 J 



sm — ^r — a r- n—i n sm -^ a i 

+ -, 6^ 



sm -^ a 



sm— a 



. 1 



. n — \ 



sm 



1 

sm-^ a 



sm-^ a 






et, par consóquent, 



) (o?) = — 4 



. 3 

sm -TT « 



sin (n— l)cc + -õ- <^ H i — ún[{n—2)x-\-d\-\ — sin (n— 3)íc+-õ-« 



sm-^ a 



sm-^ a 



BÍn-2-(«-l)« 

+ . . . + ^ sml 32 + — g— ^ 

sin — a 



1 ^^^V^ 



2 . 1 
sm -^a 



On en conclut qu'on peut donner à Texpression de Ti {x) la forme suivante : 
Wi{x)-=^ S (— - 1)^ sin -^ a sin (n — 1) íc + — a + sin a sin [(?z — 2) íc + a] 

+ siny asin[^(?i — 3)a? + YaJ+.. . + sin — (7^ — 1) asin U + -^^^y-aJ H g— /(a), 



ou 



ou 



^1 (íc) = Kn—i COS (n — 1) íc + A„_2 cos (w — 2) íc + . . . + Al cos ÍC + Ao 
+ Bn_i sin (n — 1) a? + B^_2 sin (n — 2) íc + . . . + Bi sin cc, 



Ao = -ls(-l)V(a)sm^f = ^S'/(«), 



uu 
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E' représentant une somme qui se rapporte aux valeurs impaires de vj, et 

A;, = - — S (- 1)V(«) sin^ "^^ íí = - -^ S (- 1)"V(«) + -;^ 
B/í = S ( — iy^/(<^) sin (n — k) a = — ^/(«) sin í:a. 

En se basant sur la notion d'intégrale définie comme limite d' une somme d'éléments 
iníiniment petits, il est facile de dómontrer les propriétés suivantes des constantes qii'on vient 
d'écrire : 



TU 

lim Ao=-^ I f{x)dx^ 

lim Ãk= — I f{x) cos lix dx^ (k > 0) 

TU 

lim B/^ = — 1 f(x)s'mkxdx. 



Í50. Dans le cas particulier ouf(x) satisfait à la condition 

la formule antérieure se réduit á la suivante: 

^\ (cc) == Bn-i sin (n — 1) íc + &^_2 sin (7^ — 2) cc + • • • + Bj sin íc, 
et les valeurs des constantes sont données par la formule 



en y posant 



2 
Bk = — ^f(^) sin ka^ 



a = ^, (-/]==], 2,3, ...,n--l). 



Ce résultat coincide avec celui qui a étó obtenu par Lagrange, dans ses Eecherches sur la 
nature et la jprojpagation du son^ au moyen de Télimination des constantes Bi, B^, B3, . . . 
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entre les équations 



^'i 



=/(f). 



(■/] = !, 2,3, ...,n-lX 



31. Supposons maintenant qu'on donne à a-i, a^, as, . . . les valeurs 

(27j + l)x 



ai = 0, « = i 



272 



(-^ = 0,1, 2,. ..,7.-1). 



et que la fonction f{x) soit encore périodique, sa période étant égale à 2i:, et que soit holo- 
morphe dans la bande comprise entre deux droites parallèles à Taxe des abscisses, equidis- 
tantes de cet axe. Alors Tintégrale 



Ri {x) -. 



2i% 



f{z) cos ncc sin -^ íc 
sm ~^{z — x) sm -^ z cos nz 

A ^ ^ 



dz 



eonduit á des resultais analogues à ceux qu'on vient d'obtenir dans les números prece- 
deu ts. 

Ainsi il vient premièrement 



OU 



et on voit qu'est 



f(a) cos nx sin -— • x 

Wi {x) =/(0) cos nx +-^11 sin na ~ — , 

n sin -^{(i — x) sin — a 



f{x) = lim Ti (cc), 



quand x represente Taffixe d'un point de Tintérieur de la bande dans Taquelle f {x) est lio- 
lomorphe. 

On peut voir ensuite, au moyen de Tégalité 



cos nx 



sm— - (a — x) 



= 2 sin 



''~t)''+y^. 



+ sin 



'^-TJ^ + T" 



-sm 



X , 2n — 1 



2 
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qu'on obtient par Ia même méthode qui fut employée au n.° 21 pour démontrer une formule 
analogue, et au moyen de Tidentité 



sm 



n-fy+ 



p 



. 1 1 



COS 



p+\ 



■cos 



p- 



^)x + ^a 



qu on a 



. 1 

cos nx sm -^ x 

sm -^ (a — X) 



:COS 



{n — \)x-\-~a 



■COS 



(n — 2) cc + -^ a 



— cos 



nx-\'-^ a 



4-cos 



{^—V)x-\-— a 



+ . . .+ COS 



272-1 

■ cos — ^ — a 



, 2n-l 

í5?-| ^ — a 



et que, par conséquent, ^i {x) peut être réduite à la forme 

^1 (íc) == An COS nx A- An_i cos (^ — 1) a? + • • • + Al cos a? + Ao 
+ B^i sin nx + B.^— i sin (n — 1) cu + • • • + Bi sin íc, 



ou 



A/i; = — 2 sin nafici) sin (n — k)a = — S/(a) cos /^a, 

B^ = — S sin naf[d) cos (n — k)a = — 2/ (a) sin A;a, 

An =-/(0) — ^ S sin na/ (a) cot y a, 
1 



B^ = ^ S sin naf(a). 



(0<k<n) 
{k < n) 



32. Les résultats donnós dans les n.^^ 16 á 25 peuvent être étendus au cas ou la fon- 

ction/(íc) satisfait à une des condi tions /(íc + ^)==/(í^) ou/(íc + w) = — /(o?). On peut, pour 
cela, partir de Fintégrale 




f(z) sin — (x — ai) . . . sin — (x — a^ 



sm — (z — x) sm — iz — ai) . . . sm — iz — am) 

A (O (O 0) 



dz 
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et appliquer les méthodes employées dans ces numeros-là, ou appliquer les théorèmes y 



obtenus à la fonction / 



Xo 



, qui satisfait alors à la condition 



/[S±^] = ±/(^), 



^t poser ensuite x== . Si Ton suit cette voie, il faut chercher le point du plan qui repré- 

sente cc, quand on donne celui qui represente X, et le contour Ai que décrit le point ^, defini 
par Tégalité = 2, quand Z décrit le rectangle A. En posant, pour cela, 



O) = p (cos 9 + 2 sin 0), X = K(cosO' + i sinQ^), cc = r (cosx + zsin t), 
on trouve 

71: 

et on en conclut: 1.^ que, si les coordonnées polaires du point X sont égales à R et 6', celles 
du point X sont égales à -i— - et + Q^5 2.^ qu'aux points de Taxe des abscisses compris entre 

— T et % correspondent les points de la droite (que nous représenterons par D) qui passe par 
l'origine des coordonnée et fait un angle égal à Targument de co avec Taxe des abscisses, 
€ompris entre — co et od; 3.^ que les droites parallèles à Taxe des abscisses menées par les 
points (O, + l) se transforment dans les parallèles à D dont la distance à cette droite est 

égale à — ; 4.^ que les droites parallèles à Taxe des ordonnées menées par les points 

TC 

(+ ir, 0) se transforment dans les perpendiculaires à D qui passent par les points d'affixes 

— O) et (JD. 

On trouve de cette manière les résultats suivants: 

1.^ Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande limitée par deux droites parallèles 
à D, et íc represente un point de son intérieur et W (x) la fonction 



sin — (x — «2) sin — (x — as) . . . sin — {x — a^) 
VF(.) = — I ^ ^ /(«O 

TZ TC 71 

sin — (ai — CÍ2) sin — (ai — as) . . . sin — (ai — a^) 

O) ^ CO O) 



sin — (x — ai) sin — (x — as)... sin — (x — a^n— 1) 

(O ^ (O (JD 

sin — (a^ — ai) sin — (a^ — as) . . . sin — (a^ — a^^-i) 



f{(^m), 
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on a 



lim W(x)=:f(x), 



quand Ia plus grande valeur que prend 



sm — (x — ai) . . . sm — (x — a^j 

O) O) 



T TC 

sin — (2; — ai) . . . sin — {z — a^) 



dans les droites qui limitent la bande, tend vers zero, pour m=Go. Nous supposons que 
«1, a2, «3, ... sont representes par des points de Fintérieur du rectangle Ai, dans lequel se 
transforme A. 

L'expression de W (x) peut être réduite à la forme 



W(x) = Ani—i cos(m— 1) — -{-Am-3 cosfm — 3) — +. . .+ Ai cos — 

^0) 03 O) 

+ Bm-i sin (m — 1) h Bm—z sin (m — 3) - — |- . . . + Bi sin — , 

■ oò cu O) 



ou m est pair, si est f (x -{- 00) = — f (x) ^ ou 



TZX líX 

W ix) = A,,,_i cos(m — 1) hA^^_3Cos(m — 3) [-• • • + Ao 

(D OJ 



+ B^_i sin (m — l) h B„^._3 sin (m — 3) 

O) O) 



- B2 sin 



27rcc 



oú m est impair, si f(x-\-(tí) = f(x), 

2,^ Si, en particulier, f(x) est holomorphe dans la bande limitée par deux parailèles à D, 

dont la distance á cette droite soit supérieure à — log(c + vc^ + 1), c étant un nombre quel- 

conque plus grand que Tunité, et si x represente Taffixe d'un point de Tintérieur de la 
bande limitée par deux parailèles à D, dont la distance à la même droite soit égale á 



— log (c + V c^ + 1), ¥ (x) tend vers f{x)j pour m = oo. 

3.° Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bande comprise entre deux droites parai- 
lèles à D et equidistantes de cette droite, et si x represente Paffixe d'un point de Tintérieur 
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de la bande, la fonction définie par Tégalité 



cos . . 

v^ (x) = >: sm ^^-^- , 

^ ^ n O) . 71 ^ , 

sm — (x — a) 

(JD 



OU n est un nombre impair et 



^ (2-^ + 1)03 Q ^ 2 



w-1 
(2-^ + 1)" .,_0 1 2 !^ 



quand /(£c + w)=/(£c), et ou n est un nombre pair et 

(2-^ + 1)0) n-2 



2n 



quand /(íc + «^) == — /(^)? tend vers /(íc), pour m = go. 
Dans le premier cas on peut encore écrire 



^ (cc) = An_i cos (w — 1) -^ + A^_,3 cos (71 — 3) 1-. . . + Ao 

^ ' (O O) 

+ B„_i sm (n — 1) - — + Bn_3 sm (w — 3) [-••• + Bâ sm 2 — , 

(O OJ o> 



et dans le second 



ou 



W (a?) = A^_i cos (?^ — 1) — ^ + A^_3C0s(ti — 3) — + . . c + Ai cos — 

O) O) O) 

+ B„_i sin In — 1) \- B^_3 sin (n — 3) — + • • • + Bi sin -^ , 

^ ^ CO ' (O O) 



Ao=^S/(a), 

Ti 

. 2 ^ . n%a /./ s . / 7N "^^^ 2 v<v»/ N 7 ^^ /7 r^N 

At = — S sm f(a) sm (?i — A;) — = — ^/(«) cos k — , (A: > 0) 

_. 2 ^ . tzx^ ., , . ^.%a 2 Ta 

Bfc= — L sm f (a) cos (n — k) — = — ^ r («) sm k — . 
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4.^ On transforme de la même manière les formules considérées dans le n.^ 24. 



33. La doctrine exposée dans les n.°^ 26 à 31 peiít être étendue de la même manière 

2% 



au eas oíi la periode de la fonction /(a?) est égale à to. On doit poser alors x = ~~ et consi 



dérer la fonction / (-õ~) ? Q^i admet la période 2%, Des résultats auxquels on arrive de cette 

manière nous indiquerons seulement les suivants. 

1.^ Si la fonction /(íc) est holomorphe dans la bande comprise entre deux droites, paral- 
lèles à la droite antérieurement représentée par D et equidistantes de cette droite, et si x 
est Taífixe d^un point de Tinterieur de cette bande, la fonction définie par Tégalité 

. 2n%x . %a 

sm sm — 

^1 {x) = — S (- 1)^ -"í f{a\ 

2sm — sm — (x — a) 

(O O) ^ 



ou 



7] 03 



^ = "2^? *'] = ±1? ±2, ..., ±(n-l), n, 



tend vers /(cc), pour n = cx), 

On peut donner à la fonction ^i(x) la forme suivante: 



¥j (íc) = A„__icos(n — 1) + A^_3Cos(7i — 3)-— +. • . + Ao 

-P 2'Kx 2%x , -D . 2%x 
+ J3n-i sm (n — 1) h JBíj_3 sm fn — 3) h • . . + Bi sm , 

CO ^ ' Oò (O 



ou 



Ao = -^S'/(a), 



S^ représentant une somme qui se rapporte aux valeurs impaires de -/j, et 



A^ = - — S (- 1) V(«) sm2 ^ --^— , 

n '^ ^ ^ (O 
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2/ On trouve de la même manière que la fonction ¥i (x), définie par Téquation 



., ■ 2nTLX . líx 

/(a) cos sm — 

Jnizx , 1 ^ . zniza co o 



Wi (x) =/(0) cos + — S sin 

03 J 



O) • "^ / - . Tia 

n sin — (a — x) sm — 



ou 



^1 (x) = A,, cos h An_i cos — ^ h- • . + Ao 

(O CO 

. 2nTCK . 2 (n — 1)7103 2110? 
+ B^sin 1-Bn_i sm — ^ — h- • . + Bism , 



ou 



Ao = ^S/(a), 

A;^ = ^ S/(a) cos k — ^, (O < Ã: < n) 

B^ = 7^ S /(a) sin k , (k < n) 

Zn O) ^ 

Aw = / (O) — TT- 2jsm /(a) cot — , 

^^ = 2^^'^^-^r--^(^)' 

(2yi + l)o3 /AIO i\ 

tend vers f(x)j pour n= cc. 

34. La formule (13.) peut être étendue au cas oíi la fonction /(o?) admet des pôles ou 
des points singuliers essentiels à rintérieur de A, comme on va voir. 

Soient &i, Ò2, • . •, hic ces points. II resulte d^une théorie que nous avons considérée dan» 
Ce Journal, tome cxxii, p. 116 (*), qu41 existent k développements 'fi(x), Ç2 (a?), . . ., f/c(íí?) 



(1) Voir ce volume, p. 150. 
VV 
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de la forme 



"^^ ^^' ~ úx^ix- hi) "^ sin^ ix - bi) "^ sin^ {x - bt) 



tels que la fonction F (íc) déíinie par réquation 



i = k 



F(x)=f(x)-ll cfiH 



i = l 



est holomorphe dans Taire limitée par A. 

On peut donc lui appliquer la formule (13.), et il vient 

F(x) = II{x) + -^^T~ . / , , ^ r— -dz, 

^ ^ ^ ^ ziií j ^ sm [z — X) sm [z — ai) . . . sm (2; — cim) 

ou II (íc) represente une fonction entière de sincc et cosa?, qui satisfait aux conditions 
II(ai)=/(ai), II(a2) = F(a2), ..., IIK)=FK). 
Mais on a, en posant P (x) = sin (x — ai)... sin (x — 0^), 

r F(z)P(x) ^^^^ r f(z) F(x) ^^ %^ r <f^{z)?(x)dz 

J^ 8m{z — x)F{z) J^ sm(z — x)F{z) i^i J ^sm{z — x;F (z)^ 



et 






y,- (z) F (o?) _^=^ Aj'^ F (í^) dz 

^ sin (2 — íc) P {z) "5=4 sin (2; — x) sin^ (2 — />i) P {z) ' 



sin {z — ít') sin^ (2 — bi) P (2;) 

en représentant par Ri, R2, ... les résidus de la fonction 

1 



2k(Ri + R2 + ...), 



sin (z — x) sin"' {Z — bi) sm ^z — tti) . . . sm [z — 0^) 
ia.v rapport à ses pôles. 



Hosted by 



Google 



371 



Or, en posant é^=-t dans cette fonction, on obtient une fonction rationnelle de t^ et on 
voit que le dégré de son numérateur est inférieur de deux unités, au moins, á celui du dé- 
nominateur. En représentant donc par n, rs, n, • . • ses résidiis par rapport à ses pôles et 
en ayant égard á un théorème bien connu, on peut écrire 

Mais on a Hermite {Cours d'Analyse de VÈcole Polytechmque^ p. 324) 

ri = 2Ri, r2==2R2, .... 
Donc 

dz 



X 



= 0. 



sin (z — x) sin^ {z — bi) P {z) 

On a, par conséquent, la formule: 

^, V nr^ V ^T^^ , , , 1 C f(z)ún(x — a{), . ,ún.{x — a^) , 

que nous voulions démontrer. 

35. L*intégra!e qui a été le point de départ des recherches contenues dans ce chapitre 
est un cas particulier de la suivante: 

1 r /(2)sin^-(aí — ai)...sm^(a? — a^) 

R(aj) = -^jT- I ^ ^-T — dz, 

'^^'^ J A sin {z — x) sin^' {z — ai).,, sin'^ {z — a^) 

qu'on pouvait aussi étudier de la même manière, et étendre ainsi quelqu'uns des résultats 
obtenus antórieurement. Mais nous ne considérerons pas cette généralisation, et nous allons 
nous occuper seulement de Tintégrale 



R(a?) = -^T- I , ^ ^ : dz,^ 

"^^^ j A sin (z — X) sin^- z 



qui se rapporte à la théorie du développement de f{x) suivant les puissances de sin cc. 

En appliquant à cette intégrale le théorème fondamental de la théorie des residus, nous 
avons trouvé, dans un article publié dans le Bulletm des sciences mathémafiques (2,^ série, 
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tome xiv) les formules suivantes: 






f(x)= S K2n+isin2«+icc + cosíc S L2nsin2^ír + R(íc), 

n = w = 

si a est pair ; et 

/(íc)-= S K;,nSÍn2«cc + coscc S Lá^+i sm2M-iíc4-R(íc), 

si a est impair, et nous avons donné une méthode pour calculei* de proche en proçhe les coeffi- 
cients. II en resulte que, si la fonction f(x) est holomorphe dans Taire limitée par un ovale 
jsm2| = c (ou c^l), on a, pour tout point x de son intórieur, 



(A) /H= S K2n4-isin2«+^íc + cosí^ E L.n sin^" cc, 

w=0 »=0 



et 



(B) /(•'^)= S K2nSm2"cc + cosíc S L2^_^i sin^^^+i a?. 

Or nous allons déduire ces résultats, et aussi des formules générales pòur le calcul des 
-coefíicients, au moyen des théorèmes démontrés dans un travail sur le développement des 
íbnctions en série ordonnée suivant les puissances du sinus, que nous avons publié dans le 
tome cxvi de ce journal. 

Pour cela, nous remarquerons, en premier lieu, qu'on peut représenter d'une infinité de 
manières différentes f(x) par des expressions de la forme 

f{x) = (f (x)-{- c[> (x) cos ÍC, 

ou cp(x) et <\>(x) sont, comme /(.oc), holomorphes dans Taire limitée par un ovale ]sin2| = c 
(c ^ 1), et qu'on peut compléter la détermination de (p (x) et c}> [x) au mojen de la condition 
-d^être paire une de ces fonctions et Tautre impaire. Ou en conclut, en appliquant un théo- 
rème démontré dans Tarticle rapporté, qu'on peut développer cp (íc) et ^ (x) en série ordonnée 
suivant les puissances de sinx, qaand x est Taffixe d'un point de Tintérieur de Tovale con- 
sidere, et que, par conséquent, f(x) peut être représentée par les deux développements 
precedentes. 

Nous allons maintonant déterminer les coefíicients de ces développements. 
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Soit premièrement cp [x) une fonction paire et cj; (x) une fonction impaire, En appliquant 
à ces fonctions la formule (12.) de Tarticle rapporté on trouve 

<^(^) = cp(0)+ E y Í^J + ^'2n V W -h . . .-h ^,„ ^ [U) ^.^,^ ^^ 

é (a,) ^ Ê r^"(Q) + 41'^.f"-"(0)+---+4^^,f(0) ^j^,„+, ^^ 
n=o 1.2. . .(2n + l) 

et ensuite, en dérivant les deux membres de ces égalités par rapport à íc et en changeant 
dans les résultats cp' (x) et c}>' (x) en cjíi (x) et cpi (cc), 

çpi (íc') = cos cc L — \ c^ c, sm^" x. 

^ ^ ^ n = 1.2. . .271 



Mais, en posant 



<pi (x) = cos x S Lgn sin^^ it?, cj> (aí?) = S K2^,._|_i sin^^+^ íc, 

«=0 n=0 



la formule (A) donne 

f(x) = '\>{x) + ^i{x), 
et, par conséquent, on a 



/'(0)=i^'(0), /"'(0)=r(0), 

/(0) = ?i(0), /"(0) = cp'/(0), 



Donc 



T /<^") (0) + 4iv, /(^"-^) (0) + ■ ■ ■ + 4:v, / (O) 

^'» = 1.2. ..2n ' 

T^ /'•^" +" (0) + 41Vi r-" (0) + . • ■ + 4"„'4-,/ (0) 

K2..+, = 1.2...(2n + l) ~ • 

On trouve de la même manière les formules suivantes: 

T- /<^"+') (0) + s.í;>+,> /'^"-" (0) + ■ . ■ + si';u,-, / (0) 

-LlSll-H = i — 7^ 7K r^T^ ' 



-"In+l 



1.2...{2n + l) 



Z'-^") (0) + s.^1.' /'^"-^> (0) + • • • + s-r ■>/' (0) 

^^^" = 1.2. ..2« ~~""' 
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Dans ces formules 4n+i represente la somme des combinaisons des nombre» 

12, 32, 52, ..., (2n-l)2 
pris m à 7w; et S£^ la somme des combinaisons des nombres 

22, 42, 62, ..., (2n-2)2 

pris aussi m h m, 

Les formules precedentes peuvent être écrites symboliquement de la manière suivante: 

_ /o (0) [p (0) + P] [/^ (0) + 3^] ■ ■ ■ [/^ (0) + (2n - 1 )'^] 
j,,„ 1.2. ..2n ~' 

_ / (0) [/^ (0) + 1^] [P (0) + 3^] ■ ■ ■ [P (0) + (2n - 1 )^] 
^"'+'- 1.2...(2n + l) ' 

_ / (0) [/^ (0) + 2^] [P (0) + 4^] ■ . . [/^ (0) + (2«)'^] 
^'"+' ~ 1.2...(2« + 1) ' 

/^ (0) [/^ (0) + 2^ [/^ (0) + 4^] . . ■ [/^ (0) + {2n - 2 )^] 
^"' = 1.2...2« • 
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EXTENSION D'UN THÉORÈME DE JACOBI (') 



Extrait d^une lettre adressée à M. Lerch 



(Monatshefte fiir Mathematik und Physik ■— Wien, 1890, Band 1) 



Soient données les fonctions 



(1) 






Vous connaissez bien ce beau et important théorème de Jacobi: 

Si les fonctions 3/1,3/2, • • • , 3/n admettent des dérivées partielles, relatives à cci, íC2, . . . , x^^^ 
qui soient fonctions continues de íci, ccg, . . ., x^^ est condi tion nécessaire et suffisant pourque 
une soit fonction des autres que soit identiquement nul le déterminant : 



(2) 



àfi 


dfi 


dfi 


dxi 


dx% 


dx„ 


dfi 


dfi 


dfi 


dxi 


dx% 


dx„ 


ãfn 


dfi 


dfi 



dxi dx^ 



(ÂiJUin 



(1) Uma tradueção hespanhola d'este trabalho foi publicada por Galdeano em El Progreso matemático 
(Zaragoza, 1891, t. i, p 121). 



XX 
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Mon but est de faire voir qu'on peut énoncer ce théorème de la manière plus complete 
suivante : 

Soient «1, a2, . . . 5 a^ un système de valeurs de cci, íCâ, • . . , 0?^^ et òi, 62, . • . , hn l^s valeurs 
correspondantes de 3/1,3/2, ^ ^ ^^y^i et supposons que les fonctions yi^y^i-^ . . .,2/n admettent des 
dérivées partielles par rapport à íci, ccs, . . .,í^nj dans les environs du point (ai, «2, . . ., a^), et 
que ces dérivées soient des fonctions continues de Xi^x%^ . . ^^x^: 

1.° Si une des fonctions 3/1,3/2, -^^-^yn (3/1 P^r exemple) est fonction des autres (3/2,^3, . . ., 3/n) 
et cette fonction admet des dérivées partielles relatives à 3/2,3/3, .. .,3/n, continues dans les 
environs du point (61, &2, . • ., 6n), le déterminant (2) est nul dans les environs du point 

(<5fl,a2, . . ., «n). 

2.^ Si le déterminant (2) est nul dans les environs du point (ai, «2, . . . , a^), et si un des 
déterminants mineurs du premiér ordre n'est pas nul dans ce point, une des fonctions 
3/1, 3/2, . . . , 3/íi (3/1 par exemple) est une fonction des autres, dans les environs du point 
(61,62, . . . , 6n), et cette fonction est continue et admet des dérivées partielles relatives à 
3/2, 3/3, ...,3/n dans le point (61, 62, ... , 6^). 

3.^ Si le déterminant (2) et les déterminants mineurs du premier ordre sont nuls dans 
les environs du point (ai,a2, . . . , a,^), et si un des déterminants mineurs du second ordre 
n'est pas nul dans ce point, deux des fonctions 3/1,3/2, • • .5^/i sont fonctions des autres dans 
les environs du point (61,62, . . -,&/?), et ces fonctions sont continues et admettent des déri- 
vées partielles dans ce point. 

4.° En general, si le déterminant (2) et les déterminants mineurs d'ordre égale ou infé- 
rieure à i sont tous nuls dans les environs du point (a-i, 02, . . ., a,j), et si un des déterminants 
mineurs d'ordre ^ + l n'est pas nul dans ce point, i des fonctions i^l^-iy^-^ . • -,3/72) sont fon- 
ctions des autres dans les environs du point (61^62, . . •,6„), et ces fonctions sont continues 
et admettent des dérivées partielles dans le point (61,62, . . .,6^1). 

Pour démontrer cette proposition je vais considérer seulement les trois équations: 

Í3/i=/i (í^i,ír2,í^3), 
y%=f^(xi^x^,xi), 
y^=fi (íri,ír2,a?3). 

II est facile de voir que, dans le cas general, on démontre le théorème de la même 
manière. 

Vous savez bien que, pour établier la première partie du théorème énoncé ou pose 

yi = (f (3/2, 3/3), on derive par rapport a cci, íC2, íC3 cette equation et on elimine -^ — et -^ — 

entre les trois équations resultantes. Je passe donc aux autres parties du théorème. 
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(4; 



dfi df{ dfi 



dxi 


dxt 


dx3 


dfy 

dxi 


dh 
dxt 


df^ 

dx3 


dfi 


dfi 


dfi 



dxi dx^2 dx3 



est nul dans les environs du point (ai, «2, «3)5 et que un des déterminants mineurs du premier 
ordre n'est pas nul dans le point («1,^2,^3), par exemple le déterminant 



(5) 



dfy df^ 



dx^ dx^ 
dfi dfi 



dx^ dx3 



En vertu d'un tliéorème bien connu (Jordan, Cours d'Analyse^ t. iii, p. 585), la seconde 
et la troisième des équations (3) déterminent x^2 et x^ comme fonctions de íci, 3/2 et 3/3 dans 
les environs du point (ai, «2, o^^ 62, ^3) et ces fonctions admettent dans ce point des dérivées 
partielles relatives à írj,cc2, ícs données par les équations 



df^ ^^ dfi dx2 ^ dfi dxs 
dxi dx<2 dxi dx^ dxi 



■o, 



dfi dfi dx^ 



dfi dxs 



dxi dx^ dxi dxz dx{ 



Si Ton substitue maintenant les valeurs de x^ et x^ dans la première des équations (3), 
on trouve le résultat 

qui a lieu dans les environs du point («1,^1,02,^3). 

En remarquant maintenant que le théorème relatif à la dérivation des fonctions composées 
est applicable à la première des équations (8), on voit que ?/i admet des dérivées partielles 
relatives à a?!, 3/2 et 3/3. 

La dérivée relativo à Xi est donnée par Téquation 



^? (//i dfi dx^ dfi dxz 



dxi dx\ dx^ dxi dxz dxi ' 
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qui, en substituant -y — et -^ — par leurs valeurs tirées des équations antérieures, donne 



dxi dxi 



&:^ _ D 
dxi Dl 



en représentant par D le déterminant (4) et par Di le déterminant (5). 

Comme le second membre de cette équation est nul dans les environs du point («i, as, «3)5 
nous avons 

dxi ' 

^t par conséquent dans les environs du point («i, «2? <^3) la fonction cp ne dépend pas de íci. 
Nous avons dono 

2/1 = ? (2/2, 3/3)? 

et la seconde partie du théorème est démontrée. 

Supposons maintenant que tous les déterminants mineurs du premier ordre sont nuls dans 
les environs du point (ai,a2,a3); et soit 

dfz 



dx^ 



im des déterminants mineurs de troisième ordre qui n'est pas nul dans le point considere. 

En vertu du théorème déjà employé dans le cas antérieur, la troisième des équations (3) 
determine x^ en fonction de xi^x^í^y^^ et les dérivées partielles de ccs relativement à Xi et x<^ 
sont données par les équations 



dxi dxs dx\ 

dfi dfs dx3 ^ 
dx% dxz dx% 

Si Fon substitue maintenant la valeur de xz dans la première des équations (3), on trouve 
le résultat 

2/i = ?C'^i;^2,2/3), 
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et nous avons, comme dans le cas antérieur, 



ácp dfi dfi dxz 
dxi dxi dxz dxi 

d(f ^ dfi dfi dxz ^ 
dx^ dx^ dxz dx<^ ' 

ou, éliminant -7 — et -^ — au moyen des équations antérieures, 





df dfi 
dxi dx3 


d(f 


dfi dfi 
dxi dx^ 


dxi 


dfi 
dxz 




dfi dfi 
dx^ dx3 


d(f 


dfi dfi 
dxi dx3 


dx2 


dfi 



dxz 

Comme les seconds membres de ces égalités sont nuls dans les environs du point 
(ai^a<^^as)j la fonction cp ne contient pas Xi ni x^, et nous avons 

yi = 9 (3/3). 

La seconde des équations (3) donne de la même manière 

3/2 = ^ (3/3). 
Le théorème est donc démontré. 
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SDR LA DÉTERMINATION DE LA PARTIE ALGÉBRIQDE DE L'mTÉGRALE 
DES FONCTIONS RATIONELLES 

(Rendiconti delia Reale Aceaderaia dei Lineei — Honia, 1885, série 4.% vol. 1.^) 



1. Dans le Cours d/Analyse de M. Hermite on trouve (page 263 et suivantes) deux sa- 
vantes méthodes pour la recherche de la partie algébrique de rintégrale des fonctions ration- 
nelles, dont la deuxième est indópendante de la connaissance des racines du dénominateur de 
la fonction donnée. Nous allons voir qu'on peut aussi rendre la première méthode indépendante 
de cette connaissance en employant les théorèmes de la théorie des fonctions symétriques 
rationnelles. 

En eífet, soit 

la fonction proposée, et 

^í^{x — ai){x — a<i). . ,{x — an) = x"" + hi x''-^ -^h^x''-'^-\- . . ., 
N = (ír — ai)(ír — ao^). . ,{x — ap)==^xP + Jii x^-^ + li% xp-'^ -\- . . ., 
P = (íZ? — ai) {x — ai) . . .(x — aq) = x9 -\- h'l x^-^ + lii x^-^ + • . • , 



• ") 



M, N, P, etc. ótant obtenus au moyen de la théorie des racines égales, Nous avons 
Fi (^) _ A , , B , L 



F (x) X — ai X — ag * ' ' x — a^ 
, A' . B' , L' 



X — «1 X — «2 X — ap 
+ 
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oh Ton represente par > ) í la somme des fractions simples dont le degré du dénominateur 

est supérieur à Tunité. 

Cela pose, M. Hermite íait voir que le numérateur f(x) de la partie algébrique de Tinté- 
grale de la fonction . donnée peut être calcule au moyen de la formule suivante: 

/ (x) = %i (a.'^-i +pi x^-^ + . . . +Jpm-i) 

OU ?7i, pi,p-25 . . ., TtijTTâ, . . . représentent des nombres determines par les ógalités 

F{x) 



M.N.P... 



: X'"" +JQi X"^"^ +_p2 ÍC^'-^ +. . . -\-]p,r 



et 



TT = ^A, 



031, 0)2, 0)3, etc\ étant obtenus au moyen du développement 

Fi {x) _ ^1 , ^2 , 0)3 . 

~¥lx)~~^~^~õ^'^l^'^*"' 

qui resulte de la division algébrique de Fi (x) par F (x), 
Or, dans cette analyse, ^Kd' represente la somme 

EAa''=:Aaí + B4 + ... + Laí + AWí + BV^ + ... + Ua^J + ..., 

et elle peut être calculée au moyen des théorèmes de la théorie des fonctions symétriques 
rationnelles, sans la connaissance des raeines ai, «2, . « • , «i, «^íáj • • • • En effet, cette somme est 
une fonction symetrique rationnelle séparément de ai, as, ... ; de aí, a^, . . . ; etc, puisque 
on sait, par la théorie de la décomposition des fractions rationnelles, que A, B, C, . . . , 
L, A^, B^, . . . L^, etc. sont des fonctions rationnelles de ai, ag, . . . , a^^ aí, a2, . . . , a]g, etc, et 
qu'on passe de A pour B, C, etc. échangeant ai par a^, a3, etc. D'un autre côté on sait tou- 
jours ramener le calcul des fonctions symétriques rationnelles des raeines d^une équation à 
celui des sommes des puissances semblables de ces raeines, c'est-à-dire, dans notre cas, à 
celui des sommes: 

a; + al + .. . + a'; 
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qui sont calculables au moyen du théorème de Newton en fonction de A15A2, •••; de 
a;, ^2, . . . ; etc. (1). 

On peut donc calculer f(x)^ et ensuite la partie algóbrique —^j — ^— j — ^—. de Tin- 

tégrale demandée, sans la connaissance des racines ai, «2, . . . 

2. Pour trouver la partie transcendante de Tintégrale de la fonction rationnelle il faut 
connaítre les racines du dénominateur. Mais on peut obtenir le développement en série de 
cette intégrale au moyen des théorèmes de la theorie des fonctions symétriques sans la con- 
naissance de ces racines. 

En eífet, développant en série les fractions simples dont le dénominateur est du premier 
degré et additionnant les résultats, nous trouvons un résultat de la forme suivante: 

^ A EA , SAa , SAa2 , 



X — a X x"^ x^ 

dont rintégrale est 

SAa SAa2 



EA log (o? — a) = log X S A - 

Donc il faut calculer les sommes SA, SAa, SAa^, etc, qui sont des fonctions symétriques 
de ai, a2, . . . a^; de ai, a2, . . . a^; etc, et qu^on peut par conséquent obtenir au moyen des 
théorèmes connus, sans résoudre Téquation F (x) = 0. 



(1) Ch. Biehler, Sur le calcul des fonctions symétriques des racines d'une équation (Nouvelles Annales de 
Mathématiques, 1884, 3.« série, tome iii). 
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SDR LINTÉGRALE fé'>J{x)ãx. 

(Rendieonti delia Keale Accademia dei Lincei — Roma, 1885, série 4.% vol. 1.") 



On sait que, si /(íc) represente une fonction rationnelle de cc, Tintégrale J é'^'^ f{x)clx a 
la forme suivante: 



í é''^' f{x)dx==e'''^^{x)-\-i:k j - 



X — a 






oú la première partie contient une fonction 9 (x) rationnelle, et la deuxième partie contient 
une transcendante qui a la dénomination de logariihme integral. La méthode qu'on emploie 
pour obtenir cette intégrale exige la décomposition de f{x) en des fractions simples, et par 
conséquent la recherche des racines de son dénominateur. Nous allons faire voir que, si on 
veut seulement la première partie e^^^ ^ {x) de Tintégrale, il ne faut pas résoudre cettè équa- 
tion. Nous emploierons dans ce but la même méthode que nous avons emploiée pour résoudre 
une question analogue, relative à l'intégration des fonctions rationnelles, dans notre note in- 
sérée à page 187 de ce volume des Bendiconti (}), 
En effet, soit 

/(a?) =- cp (;r) + — --^ = cp (a?) + ■ 



¥{x) ^ M^-NPp'^. 



(1) Voir ce volume, p. 382. 
YY 
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la fonction proposée, et 



M = (^ — ai)(a; — «2). . .{x — an)-==x'^ + hiX'^-^ + h<^x''-'^-\-. . ., 
N=:(,T — a;)(a^ — «02). . ,{x — ap) = xP+'h:^x^-^+lHxV-'^-\-. . ., 
V={x — a[)(x—ai). . ,{x — aq) = x^ +h'i x^-'^ +^2^?-^+. . ., 



M, N, P, etc. étant obtenus au moyen de la théorie des racines égales. Nous avons 



f{x) = fj^{x)-\ 






B, 



I, [-^-4 



ii^{ I {x — d^y^ (x — d<^Y 



+ 



L, 



{x — a^^y *** (x — a^y^ 

Bit _!_ , I L, ' 

{x — UpY 



et par conséquent 



(1) 



+ 



í e'"^fix)dx= í é"^'^{x)dx 

a r r* p^ixjjy, n pf^x j^ f p">xjg, n 

S aJ 7^-% + Bi 7^--^ + . . .+ lJ /— % 

= iL J (« — «O' J (« — «-2)' J (03 — a„)'_| 

= iL J (i^ — ciif J (x — a^f J {x — OpY^ 



.+. 



Comme cp(cc) est une fonction entière, on trouve facilement la première intégrale. 
Les autres intégrales sont de la forme suivante: 



/e^'^^ dx 



^MX 



{m — 1) {X — af'-^ ~^ 



m 






dx 
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et on a par conséquent 



(2) 



l 



í = iL J (« — «ij' J (x — ai)'- J (« — a„)'J 

"■ p"'^ r A- B- Li 

. s ~ — 1 ~ l- -\ ' 

i = 1 ^■ — 1 L (« - «0'~* (« - «2)'-' (« — ««)'-* J 



On trouve Aj, Bj, ... Lj, au moyen des formules de décomposition des fractions ration- 
nelles; et comme ces niimérateurs sont des fonctions rationnelles de ai, «2, . . ., «n ©t sont 
des fonctions symétriques de ai, a^, ..., a]j, de a'/, a^, ..., a^, etc, et on passe de A^: 
pour Bi, Ci; . . ., L^- échangeant ai par «2? «3, • • •, «n? on conclut que 



Bi 



L, 



(x — ai )^~* {x — at ) ^"'^ 



est une fonction symétrique rationnelle séparément de ai, ag, . . ., a^, de aí, a^, . . ., a^j, etc. 
On peut donc obtenir cette somme au moyen des thóorèmes de la théorie des fonctions 
symétriques en fonction de y^i, h^^ y^s, • • ., ^i, ^2? ^3? • • •) ^tc. sans connaitre les racines 
«1, «2? etc. 

De la même manière, on trouve 



__ |, 036"^ r A^__ , ^_-L . Li 1 



+ 



et on voit que la partie 



(iòe 



mx 



;5, (i-l)(i-2) 



Ai 



Bi 



{X — aif~~^ (x — a2)^~''^ 



•• + ; 






peut être calculée au moyen de la théorie des fonctions symétriques. 
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En continuant de la même manière, on arrive au résultat 



: e'"* 



i^i 1.2, , .[l—l) \ J x—ai J x — a^2 J x—a,,} 



ou W {x) represente la partie qu'on a calcule au moyen des théorèmes de la théorie des fon- 
ctions symétriques, et Tautre partie dópend du logarithme integral, 

On voit donc que la connaissance des racines du dénominateur F {x) est seuleraent néces- 
saire pour obtenir la partie de la valeur de Texpression considérée qui ne dépend pas de cette 
transcendante. 

Ce qu'on vient de dire de la partie de la formule (1) relative à aj, agj . . ., a^ s'applique à 
la partie relative à aí, a^, . . ., a^,, à ai', a'2, . . ., a^, etc. On conclut done. le théorème énoncé. 
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE sâ EN SÉRIE ORDONNÉE SUIVANT LES PUISSANCSS 

DU SINDS DE LA YARIABLE 

(Nouvelles Annales de Mathématiques — Paris, 1896, 3.^ série, t. XV) 



Dans un article Sur le dévelojppemeni des fonciions en série ordonnée suivant les pmssances 
du sinus et du cosinus de la variahle^ publié dans le Journal de Crelle-Fuchs (t. cxvi, p. 14), 
nous avons donné, pour le développement des fonctions x^^ et íc^^+^ suivant les puissances 
de sina?, les formules suivantes (*): 






(1) 



(2m+l)(2m + 2) 

Qíi'2) 



sm^cc 



(2m + l)...(2m + 4) 

Q(3) 
^•2»M-|-6 



sin^íc 



' (2m + l). ..(2m + 6) 



(2) 



+ 73- 



(2??2 + 2)(2m-f 3j 



sm"= X 



(2m + 2j...(2m + 5) 



sm'*x 



o (3) 



(2m + 2). . .{2in-r T) 



(1) Voir ce volume, p. 112. 
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qui ont lieu quand on a |smí:c|<l. Dans ces formules, S£^ represente la somme des combi- 
naisons des nombres 

2^ 42, 6-^ ..., (2a -2)2, 
pris b k bj et S^jJ^i la somme des combinaisons des nombres 

V-, ;-3^ 5^ (:ía-l)^ 

pris aussi b k b. 

Nous avons employé, pour obtenir ces formules, une méthode fondée sur la théorie des 
intégrales prises entre des limites imaginaires. lei nous allons voir comment on peut les vé- 
rifier au moyen d'une méthode élémentaire. 

Je remarque, en premier lieu, qu'on démontre, d'une manière três simple, la possibilite 
du développement de x^^^^ et íc^"^+* en série ordonnée suivant les puissances de sin a?, en par- 
tant de Tég^alité connue 

X == sin íc + -r— ;7 sin^ x + , ' sln^ x4-, . . , 
2.3 2.4.0 ' 

ou I sin cc I < 1 . 

On sait, en eíFet, par un théorème bien connu, relatif à la multiplication des séries, que 
le second membre de Tégalité 

^ . 1 . 1.3 . \^ 

x'' = ( sin íc + x-7- sin^ x + ^ ' ^ sin^ x4-. . . 
\ 2.3 2.4.5 / 

peut être développé en série ordonnée suivant les puissances de sina?. 

Cela pose, je suppose que la formule (1) ait lieu quand Texposant de x est égal à 2 (m — 1) 
et je vais démontrer qu'elle a encore lieu quand Texposant est égal à 2m. Dans ce but, je 
pose 

0.'-"^ = A2,,, sin^^^ X + Mm^ 2 sin2«^+2 ^^ + . . . , 

relation ou Ton n'écrit pas les termes de degré impair, parce que la valeur de x^"* ne varie 
pas quand on change cc en — o?, et je derive deux fois les deux membres de cette égalité. 
II vient 

2m (2m — 1) x^"'-^ == — [2m A^,, sin-*^ x + (2m + 2) A.„,4_2 sin^^^^+s .^ 
+ {2m + 4) A2^+4 SÍU-2-+* * + ...] 
+ (1 — sin2 x) [2m (2m — 1) Agm sia^^"-^ ^ 

-h (2m + 2) (2m + 1 ) A^^+â sin^"^ x + ...]. 
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Si Ton pose dans cette identité 

on trouve les égalités 

2m (2m — 1) A^m = 2m (2m — 1) Aám— 12? 

— 2m A2,H + (2m + 2) (2m + 1) Aam+s — 2m (2m — 1) Aâ,^ = 2m (2m — 1) Ag^, 

— (2m + 2) A2-»+2 + (2m + 4) (2m + 3) A2m+4 — (2m + 2 j (2m + 1) A^m+â = 2m (2w — 1) Ag^^+â, 

qui donneiU 

A2,^ = A2m— 2j 

— (2m)2 A2^ + (2m + 2) (2m + Ij A^^+s - 2m (2m - 1) A^,,,, 

— (2m — 2)2 A2m+2 + (2m + 4) (2m + 3) A2mi-4 = 2/7^ (2m — 1) A2m+2, 

— {2m + 4)2 A2m+4 + (2m + 6) (2m + 5) A2m+6 == 2m (2w2 — 1) A2,n+4, 

(3) — (2m + 2v)2 A2m+2v + (2m + 2v + 2) (2m 4- 2v -1- 1) A2m+2v+2 = 2m (2m — 1) A2m+2v, 

Mais, comme nous supposbns que la formule (1) a lieu quand Texposant de x égal à 
2(m — 1), nous avons 

A2í)2— 2 = 1 ? 

A ' ^ '^2m^2 v 

^2m+2v ^.^^ _ ^^ ^^ ^.^^^^ + 1) . . . (2m + 2vj' 

et nous pouvons donc calculer A2W, A2m+2, A2m-h4, . . . au moyen des formules antérieures. 
Les valeurs qu'on obtient de cette manière pour les coefficients A^, A2m-i-2, A2m-f45 • . • 
coíneident avec les valeurs des coefficients de la formule (1). Pour nous rendre compte de 
cette circonstance dans toute sa généralité, supposons qu'elle ait lieu pour le coefficient 
A2m-j-2v5 c'est-à-dire que Ton ait 

2m+2v - ^^^ _j_ ^^ ^^^^ +!>)... (^w + 2vj' 

La formule (3) donne alors 
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Mais si Ton a égard à la signification des symboles ^^^^l^ et S^JA gv , g? on voit que 



^ 2m+2v + (^^ + ^V' ^ám+2v = ^ 2m+2VH 



Donc on a 



l2m+2v+2 = 



a(v+l) 
^2m+5v-f2 



{2m + l)..,{2m + 2^ + 2y 



et Ton voit que la valeur de A2m^2v-h2 coincide encore avec la valeur du coefficient de 
giiQ2m+2v+2^ dans la formule (1). 

Au moyen de Tanalyse qui precede, on voit que la formule (1) a lieu pour Texposant 2m 
si elle a lieu pour Texposant 2(m— 1), et, par conséquent, si elle a lieu pour la fonction a?^. 
Mais cette formule, en y posant m==l et en remarquant que 



Si» = 2^ Si^> = 2' . 4^ Sf ^ = 2' . 4"^ . 6^ 



donne la formule connue 



2 \ , , , 2.4 1 



o 2 o . o o 



— - sm^íc-f-. . . 



La formule (1) est dono démontrée. De la même manière on vérifie la formule (2). 
On tire de Tégalité (1), en la dérivant par rapport à íc. 



r.2m— 1 



- = sin^"^~"^ X 



COSÍC 



~^ 2m + i 



sm*^ X - 






[2m-{-l). . .(2m + 3) 



sin'^ ÍC + . 



De Tégalité (2) on tire aussi 



cosa? 



c(i) 

1 + t; — T—r sm-^ cc - 
2?/2 + 2 



Si (2) 



(2m+2). ..(2m + 4) 
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DÉMOHSTRATION D'DHE FORMULE, DE WARIliG 

(Nouvelles Annales de Mathématiques — Paris, 1888, 3.^ série, t. VII) 



Dans un intéressant article intitule: Sur certaines fonctions symétriqiies ; application au 
calciil de la somme des puissances semblables des vacines d\ine équation (^), M. M. d^Ocagne 
calcule, au moyen de la tliéorie des fonctions symétriques, la fonction 



{x — íci)^ {x — m^y ' {x — Xpf^'' 

ou cci, cc-2, ... représentent les racines de Féquation 

\J = MxV + kixV-^ + . . . + A^_icc + A^=:0; 

et ensuite déduit, du résultat auquel il arrive, une formule pour le calcul de la somme des 
puissances semblables des racines de cette équation, analogue à celle de Waring, II part de 
ridentité 



D. logU = !]—-- 



qui, étant dórivée n — 1 fois par rapport à íc, donne 



(1) Jornal de Sciencias mathematicas e astronómicas (Coimbra, t. vii, p. 133). 
ZZ 
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Le but de cette Note est de faire voir qu'on peut, par la méthode de M. M. d'Ocagne, 
obtenir la formule de Waring, en faisant usage, pour le calcul de D^logU, d'une formule dif- 
férente de celle qu'il a employée, à savoir (*) 



, . «r-, du 



n\^{u'f{u'^f..,{ui^)f 



c(!p!...X!(2!)P(3!y^..(7i!)^' 

ou 21 represente une somme qui se rapporte à toutes les solutions entières positives de 
Téquation 

et ou 

^ = a + P+.. . + X. 

En effet, cette formule donne 

d: i.g u = s (- D" !L!ii=i)lu -'7^'f---P't . 

. ^^ ' a!p!...X!(2!)P(3!)^..(_p!)^ 

a+2p + ...+í?X = n, 
t == a + P + • • • + ^) 
pai'ce que 

U'?+i) = U(í'+"2) = . . . = TJW = 0. 

Nous avons donc 

^ 1 ^^ ^^. (z-l)!U-'U'^U"^...U(y)^^ 

2^ (a: -05 J" -(-!)" "-^( ^y a!p!...X!(2!)P...(jj!/ 

et, en posant íc = O, 



'< ^ a.!p!..A!(2!)P(3!/...(pl) 



/. 



(1) Yoir le Calcul dífféreníiel de M. J. Bertrand, p. 308, ou mon Curso de analyse infinitesimal^ t. i, 3j 
ed., p. 242. 
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ou 

1 ,,. (i — l)!A-íA« , A? ,...A/^ 

2 ^- = " S (- 1)' ^ — ',R,' Tf- ^- 

cc^ *^ a!p!...X! 

En appliquant maintenant cette formule à réquation 

A^ xP + Ap_i xP-^ + . . . + Al cc + Ao = O, 

dont les racines sont inverses des racines de Téquation proposóe^ on trouve la formule de 
Waring 






a!p!...X! 
ou a, p, . . ., X sont les solutions entières positives de Téquation 

a + 2p + ...+^l = 72, 



et ou 



í = a + p + ... + X. 
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VI 

SUR LINTÉGRALE rcot(x-a)ãx 

(Nouvelles Annales de Mathématiques — Paris, 1889, 3.^ série, t. VIII) 



L'mtégrale í cot (íc — a) ãx^ qui a une grande importance dans la théorie de Tintégration 

des fonctions rationnelles de sincc et cosíc, a été obtenue par M. Hermite dans son savant 
Cours d'Analyse^ p. 344, au moyen d'une construction géométrique, et ensuite dans Jornal 
de Sdencias mathematicasj t. ii, p. 65, au moyen d'une méthode entièrement élémentaire. 
Je me propose ici de considérer la même intógrale, pour Tobtenir par une autre méthode, 

aussi élémentaire, en la faisant dépendre de Tintégrale 






'^ / (x) du 



^oll+[/(^)P 
Sok a = a-\-ib. On a 



/, . ., , 7 C cos (x — a — ih) n cos (x — a) cos ib + sm (x — d) sm %h , 
cot (íc — a — ^6) í/íc = I — — j 7—-= I —. — 7 r -. 7 : . .-. dx. 
</ sm(cc — a — 10) O sm (cc — a) cos i6 — cos (íc — a)smi6 

oíi Ton doit remplacer úuih et cos^è par leurs valeurs 



CO 8 ib ■- 



e-^ + é 



sin ib ■■ 



2i ' 
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ce qui donne 

/^ , . ^ r (e~^ + e^) cos (x — à) — i (e~^ — à) sin (x — a) ^ 
Q0Í(^X—OL)dx= I 7 ^— ,, . ; f-T-TT 1 TT 7 {^X 
^ ^ J {e-^ + e^)Bm(x—a) + t{e-^ — é)cos(x — a) 

Ç 2ú\i2{x — a)dx . {e-'^^ — e^^)ãx 

-J e-2& + 62^ — 2 cos 2 (íc — a) ~ ^ {e-^ + àf sin^ {x — a) + (e-* — 6^)^ cos^ (a? — o^ 

==-^log[6-2^ + e^^-2cos(..-^a)]-^ L^^,-J ^. 

' ^ ' I' "^' tang(a?-a)J 



.— ^ — pP 



Mais, comme on a 6-^^ + e^^>2, la fonction 

log [e-2^ + e^^ — 2 cos 2{x- a)] 
a une branche réelle qui prend des valeurs égales dans les points íc==0 et x = %* Donc 



1 cot (x — a)dx-- 



■• — i 



L^intógrale, qui entre dans le second membre de cette égalité, a la forme 

J'»^ f (x) dx 

et nous allons par conséquent lui appliquer le théorème de Cauchy: 

1 -[_ [f(x)]^ ^ ^^^ tang/(7r) — are tang/(0) + (n — m) t, 

oíi n represente le nombre de fois que f(x) passe par Tinfini en allant du positif au négatif, 
et m le nombre de fois que f(x) passe par Tinfini en allant du négatif au positif. 
En y posant donc 
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et en remarquant que, quand x varie depuis zero jusqu^à ti:, tang(cc — a) passe une seule fois 
par Tinfini, en allant du positif au négatif, et que la fraction 



est positive ou négative suivant que 6<0 ou >0, on voit que/(íc) passe une seule fois par 
Tinfini, en allant du positif au négatif quand & < O, et du négatif au positif quand & > 0. 
Nous avons donc 



quand ô>0, et 



quand J < 0. 



j cot {x — òc) dx = i% 



\ cot {x — a)dx = -—'i 
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